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 إقليم أزيلال –تنانت ب التأهيلية ثانوية الزرقطوني –الأستاذ : عبداالله الدفاع 

  توطئة

  سلمآله و  صلى االله عليه ومحمد بسم االله و الصلاة و السلام على رسول االله 

 من الثانية للسنة الرياضيات مادة في دروس عدة على يشتمل الذي الكتيب هذا جمع تم فضله و االله بعون
  لأساتذة عدة ومصادر مختلفة بمراجع تعالى االله بعد مستعينا د،جهي جهد بعد هاكبمسال تجريبة علوم البكالوريا سلك

 والمذكرات الرسمية التوجيهات على أيضا مرتكزا و غيرها و الإنترنيت خلال من اللغات و الشعوب مختلف من
 .المغربية بالمملكة المادة هذه لتدريس المنظمة

 حلول إدراج دون، هادفة و تطبيقية تمارين على تحتوي فهي الكتيب دفتي بين التي الدروس بخصوص أما
و بتمارين  الدرس مفاهيم بعض ترسخ و تدعم سلسلة منها كل آخر في أرفقتُ  لكنني ،الأخير هذا ضمن لها

 توليفية من إمتحانات وطنية.

 على المتخصصين و الأساتذة لكل تعالى و تبارك االله بعد الإمتنان وبالغ الشكر خالص أقدم الختام وفي
 نعتمدها مفاهيم تقديم في وبخبرم الفصل في وتجارم مشاركام خلال من لنا المساعدة يد ومدهم للعلم نشرهم

 .الجزاء خير االله جزاهم طلابنا وبين بيننا تواصل جسر فهم، منها ونستفيد

  ب ا" طباعة كت ختيارالإ يستعمل أن الكتيب هذا طباعة أراد من لكل الأخير في وأنصح
� Booklet –livret   المتوفرة في البرنام "®ProAdobe Acrobat   مثلا و أن لا ينسى التشطيب على الخيار  

 .التوفيق ولي واالله " Recto verso –" طباعة الوجهين 
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Série d’exercices : Continuité dans x��� 
Exercice yY : 

Calculer : ��πR� ���√8� � { HRQ√S|	  � {}~�>�(�P |  

Exercice yZ : 

Cette fonction est-elle prolongeable par continuité au point �#  2	? � ∶ 	� → √(LRQR(>QS(L� 
Exercice y� : 

Etudier la continuité de � ∶ B → EB sin {R�| 			56			B = 0							0									56			B  0  en 0. 

Exercice y� : 

Etudier la continuité de 2 ∘ " au point �#  9. 

 "���  √� 2�B�  MP�>QHo�LHS�>Q� 			56			� = 3						2 3� 								56			�  3 

Exercice y� : ���	Y 

01.   Montrer que �S  �P  � � 1  0 admet une unique 

solution � dans l’intervalle 00.63	; 0.64,. 
02.   Donner une valeur approchée de � de précision w  10QP. 

Exercice y� : ���	Z 

Prouver que	"���  �1 admet une unique solution dans 
l’intervalle ,�1	; 00 où "���  �P � 2�R  �  1. 
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Série d’exercices : Fonctions réciproque 
Réf : www.l9adi.com # sefroumaths.voila.net  

Exercice �� : 

Déterminer les limites suivantes : 

N � lim,→i √�F $ 2√� # 19F $ 3 w � lim,→�c
√� # 1F $ √�F
√� # 1 $ √� 2 √�B

 

V � lim,→�c Q� $ 8�lF # 2� 

Exercice �* : 

Considérons la fonction numérique à variable réelle 

définie par :  ∀	� ∈ �, ���� � 2 $ √�e $ 1F
 

01.   Déterminer �	 l’ensemble de définition de � ensuite 

calculer ses limites aux bornes de �	 . 

02.   Montrer que � est une bijection de ) $ ∞;$1& vers un 

intervall	� e à déterminer. 

03.   Calculer ����1�. 
04.   Déterminer l’expression de ��� sur �. 

Exercice �� : 

Considérons la fonction numérique à variable réelle 

définie par :  ∀	� ∈ �, ���� � � $ 4√�lE # 6√�eE $ 4√�E
 

01.   Déterminer �	  l’ensemble de définition de �. 

02.   Prouver que : ∀	� ∈ ��, ���� � �√�E $ 1
f $ 1 

03.   Montrer que � est une bijection de &1; #∞& vers un 

intervalle � à déterminer. 

04.   Déterminer l’expression de ��� sur �. 
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Série d’exercices : Suites numérique 
  

Exercice hN : National Rhhi 

Considérons �����∈� la suite numérique définie par : 

O �; � 4∀	� ∈ �, ���� � �� 	�� $ 2  

On définit la suite numérique �)���∈� par : ∀	� ∈ �, )� � �� � 3 

01.   Calculer �� ,); et )�. 

02.   Montrer que la suite �)���∈� est géométrique. 

03.   Calculer )� en fonction de �. 

04.   En déduire �� en fonction de �. 

05.   Calculer la limite de �����∈�. 

06.   Calculer en fonction de � �� � 1� la somme : P � �; $ �� $⋯$ ��H� 
Exercice hR : National Nkkk 

Soit �����∈� la suite numérique définie par : 

O �; � 3∀	� ∈ �, ���� � �4/HL4/��   

01.   Montrer que : ∀	� ∈ �, 2 2 �� 

02.   Prouver que la suite �����∈� est strict. décroissante. 

03.   En déduire que �����∈� est convergente. 

04.   Considérons la suite �)���∈� définie par : 

	∀	� ∈ �, )� � 1�� � 2 

05.   Montrer que �)���∈� est arithmétique de raison 
��. 

06.   Calculer la limite de �����∈�. 

Exercice hl : National Rhhl 

Considérons �����∈� la suite numérique définie par : 

O �; � 1			^\			�� � 2∀	� � 1, ���� � �4/H4/m6�   

On définit la suite numérique �)���∈� par : ∀	� ∈ �, )� � ���� � �� 

01.   Calculer ); et )�. 

02.   Prouver que la suite �)���∈� est géométrique. 

03.   Calculer en fonction de � la somme : P � ); $ )� $⋯$ )�H� 

04.   En déduire la formule de �� en fonction de �. 

05.   Calculer la limite de �����∈�. 
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����	,Aא����	و	&�8�1%
����	,Aא����	و	(��%� 6�و�

6�−� :��B�C& 

��Dود�����8 ⇐⇏ &�����������  �

�∋������א	�������&�Fل�&�Eد�: ∶ �� 	 ��Dود�8و�&�%�/��81���.8 �

7�−� :���,G�א�)-���<�و�א� �

9/�د���KL�%J�!K���I�!��H:��/و��9/�دא��������و�������� : /�� �

�.�<�/�د��&�������<>�����و��0>���=�و��0>���;�������و �

01.    
∀	! ? /, |�� 8 �| : =�																						lim	=� 	 0A ⇒ lim	�� 	 ��

02.   �
∀	! ? /, ;� : �� : =�lim	;� 	 lim	=� 	 � A� ⇒ lim	�� 	 ��

03.   �
∀	! ? /, ;� : ��lim	;� 	 �∞ A� ⇒ lim�� 	 �∞�

04.   �
∀	! ? /, �� : =�lim	=� 	 8∞ A� ⇒ lim�� 	 8∞�

 א��"N���MN/�>א�)-���<�: �−�8

�./�د��!�&������!����Cو������و��/�د��������!�′�و���������

����-�DE� �����-�FE� �����-�DE � FE� � ���′�� � �′� ���∞��∞� ��8∞�8∞� �∞��∞��∞� ��D�OP�9�Qد�∞�8∞� � 8∞�8∞�8∞�
*�

����-�DE� �����-�FE� �����-�DE G FE� � ���′�� G �′� 0 H ���∞��∞� 0 H � 8∞�8∞� � H 0 �∞�8∞� � H 0�8∞��∞� �∞��∞��∞� �∞�8∞�8∞� 8∞�8∞��∞� 0 ���D�OP�9�Qد�∞
�

����-�DE� �����-�I DEJ� � � K 0�1 �J � 0��∞� 0&�8∞� �∞ 0�lim��C� 	 �lim��� G Llim 1C�M�
II -  !������	א����-���NEو����EO��:� �

�:����NE-����א	������� �−�1 �

a -  :��(ST&� �

�4�����،;���9/�د� �

lim	;� 	
PQR
QS 			�∞									T�															; U 1							1										T�															; 	 1							0									T�		 8 1 H ; H 1

�T				OP	&1=1د8														; : 81�

b -  :�;�%<,� �

�����:� �V 	 lim3� = 	 limL849M��; 	 limL23M��

[ 	 lim\√6 8 3√2	^��_ 	 lim	 1��` 	 lim�81�� 

�:����EO-����א	������� �−�2 �

a -  :��(ST&� �

V�W=�a��a���9/�د� ∈ ℚ�،� ���� !c 	 d�∞			T�			a U 0				1			T�			a 	 0				0			T�			a H 0�

b -  :�;�%<, 

��د�:� �` 	 �3 � 4!�e V 	 lim!��= 	 lim!&�f	 �; 	 lim!��	 �
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III -  ��&ذج��Y:����=G�<�א������	א�Z��� �

��DEא	�������:�د�א(� �−�1I 	 NDE � q	 

a -  :ط����� �

 א	�������א���د���א	�������:��∋����������

�� 	 3						_n						∀	! ∈ �,			��� 	 812�� � 1 

01��. �������"N��[א\و�� CF�ود�א�]א����������∈�.� �

��5∋������!��ن� .��02�������و��^������������5���.��)�(-� �

03��. �!"�������#�א	��� ∶ � 	 8 �� � � ��Δو��1 ∶ � 	 �. 

 .��و����و����و�����و����/��1D�MNא\��L��9א\/�אد���د .��04

��د�*�"��,���%����)-���� .��05�����∈�. 

�9���_E�!���&��،C� 	 �� 8 ��. 

�ن� .��06�!��C���∈��1S��-)�)�S�:�r)�(���و��ن� 	 8 ��. 

07��. �T/�9��!���&�،���/C�����:��!.� �

08��. ��@�L�'�(�)����9א��!���&�.�

��د�א���"�� .��09�J1%E	א�����-(���.� �

DE:����!د�א(��א	����� �−�2I 	 NDEqsDEtو��FE 	 u�DE�� �

a -  T&��(SI�: 

�����MN/�����&�4`�ل��]������O@�	دא���/�د���;N@&�v،� �

<>����������و� ∶ 	 d ��<�	&�1Nم� 	 �.<�&�������/�د�������Sא\ول������] �

PQR
QS v	MN/	�N?�&	[[�v� ⊂ v

������&	�����<>�> ∈ v
�N��9"��د����<>������-����⇐[��� 	 ���bv.
⇐∃	� ∈ v ∶ 	 xlim�� 	 �[��� 	 � �

b -  ��(ST&y�:� �

�����4دא���/�د����]&�������/�د���و�������/�دא��������و��������O@�	

�\����MN/�����&c1�d&�v�e�V1`�ل� ∈ v ⊂ �z^. 

d v	MN/	�N?�&	[lim�� 	 � ∈ v�⇐��������	א�C�� ∶ C� 	 [�����:�4S��-���-و���������&� � limC� 	 [��� 

c -  :�;�%<,� �

 א	�������א���د���א	�������:��∋����������

�� 	 1						_n						∀	! ∈ �,			��� 	 4	�� � 6�� � 3  

�א�fل/��MN=��א�א	������א��א���א���د�����O@�"Nא[�����4]و������ v 	 [1	;	�∞[�^4N����:� �� �[��� 	 �}~}� 

�ن� .��01�!�[�v� ⊂ v.� �

02��. �S����:ن����∀	! ∈ �, 1 : �� H 3 

�ن�א	������� .��03�H%,��*>��.,Aא�������∋����� �

3(�)�'��ن�א	������� .��04�����∈��.������&� �

��د��-����א	������� .��05����.� �

א	�����=��א�/��MNא�fل���א��א���א���د�����O@�"Nא[������4����� � 	] 8 2	;	�∞[�:�4N���^� ����� 	 }&�}�� �

!	∀ א	�������א���د���א	�������:��∋����C�����و� ∈ �, C� 	 �����	 

��د��-����א	������� .��06�C��.� �

�ن�א	������� .��07�!��C���.�-)�)��)�(S����Dدא� �

08��. ���6�������:��!.� �

�.�����g;�&���-����א	������� .��09 �

� �

� �



 

I -  :وאل�א�������א�� �

1�−� :������ �

����������د�دא��� � ��:�������������������� �

01. ���� � 0 02. ���� � 	3 

03. ���� � 4� � 5 04. ���� � 3�� � 7� 	 ���0	و	5 � 1 

05. ���� � 	 ��� 06. ���� � cos�3� � 1� �	و	 �	 ��� � 2 

2�−� :����� � �

��/.-�א,"+*�א(�����و�)��'"!�#�&�%�ل���و����$��دא�"!�#�د�"!�،� �

� ���	دא��	����1	ل	�
�#�&	א�2ل	

�� �⇔ 

 !"
!# ��	��6�7	�45"��ق	#�&	

89∀	� ∈ �, ����� � ����'!(
!)

 

3�−� :���>����;�و� ��:� �

a -  :�����  

�,"+*�������#�&�%�ل���دא��������1��א���#�د������"$=��.� �

�#�&�א�2ل���%@?#��א��وאل�א���������א����:��A� �ℙ+ � ,� � - ∶ - ∈ /0 � ,� → ���� � - ∶ - ∈ /0 
b -  �����<2�:� �

�,"+*���������B� �C�Dدא��������1#�&�%�ل����$��دא���#�د����،� �

;	��3و��$��زوج� 53� ∈ � 6 /�G�دא��������1و����H? �،7����א������&�#

�����7��3�א�2ل�� � 53.� �

c -  �����<8�: 

 دא�"!����1"!�#�&�א�"?א�����א�"!�:و���#�دא��������و���K9��LMذא���ن�

�'Nن�:���/.-�א,"+*�א(�����#�&�%�ل��;و���#�د�"!� �

� � � �دא��������1���א����: � ;��&�#�.� �

�#�&���9دא��������1���א�����9 �. 

4�−� :��/AO(� �

�)"���P#�&�%�ل�و��#�د���,"+*�������دא������⇐
�B� ⇏��&�#�����1���دא�.� �

�א��א����)�Rل�)�Qد�: ∶ � → �2�	>?@ A
	��	B 	 cosA

	��	B 	>?	� C 0																			0																			>?	� � 0�� �

�S���P"(�*T0�����1���دא��B� ���/$�و���&�#/�:� �

� ∶ � → ��� sinA
	1�	 B 	>?	� C 0								0									>?	� � 0  

 

�

II -  :د�����"#Kوאل��ول�دوאل������1��H� ����� ���� � 0 -			�- ∈ /� / F C 0 F� / ∀	G ∈ ℚ\,0	;	10, �J 

1G � 1	�JK� /K∗  

�� 
�� ��  / 

	 ���  ��  /K∗ ∗M/			1و			  

�M� � ��  ln�|�|� /K∗ ∗M/			1و			  

��√�  √� /K∗  cos��� sin��� / sin��� 	cos��� / 1 � tan����1cos���� �1و tan��� ∀	- ∈ S, T 	 U2 � -U	;	U2 � -UV cos�F� � W� �F C 0� 1F	sin�F� � W� / 

sin�F� � W� �F C 0� 	1F	cos�F� � W� / 

�XYZ��[�K\�  �F C 0� 1F	tan�F� � W�  

∀	G ∈ ℚ\,0	;	10, ]���� 6 ^]���_J 

1G � 1 ^]���_JK�  

`a����b`���  b]���  

`a���`���   ln�|]���|�  

�F C 0�		 �[�K\  
�[ ln�|F� � W|�   

tan��� 	 ln�|cd>���|� ∀	- ∈ S, T 	 U2 � -U	;	U2 � -UV e�  e�  / �F C 0�   e[� 
�[ e[�  / ]����	e`��� e`���  

III -  :�;���BU � �

������������������:����د�%@?#��א��وאل�א���������א���� 

01. ���� � �2� � 1�	√�� � � � 3 

02. ���� � �	√�� � 1f
 

03. ���� � Zghf���XYZi��� 
04. ���� � �b��� � 1��f
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Série d’exercices : Primitives des fonctions 
Réf : www.l9adi.com 

Exercice �� : 

Déterminer la fonction � la primitive de � selon chaque cas : 

���� �	
�è	� 

��� + �  ��1� = −1 

√3� + 2 ��2� = −1 

��� + �√�  F s’annule en 1 

����√�����  ���� ∈ �"#�  

5�� 	&1 − 1�'
(
 

�"#� admet �)�� comme asymptote au 

voisinage de l’infinie 

�√�� + 1 + 1 
�"#� admet la �*� ∶ , = 2� + 1 comme 

asymptote au voisinage de +∞. 

Exercice �. : 

Considérons la fonction / définie par :  

∀	� ∈] − 1	; 2[,			/��� = 3�� + 6��� − � − 2�� 

01.   Déterminer les deux réels 6 et 7 tels que :  

/��� = 6�� − 2�� + 7�� + 1�� 

02.   En déduire 8 la primitive de / sur ] − 1	; 2[ qui 

s’annule en 1. 

Exercice �9 : 

Considérons la fonction � définie par :  

���� = :	2� + 1			; 		� ≤ 1−� + 4			; 		� > 1 

01.   Montrer que � admet une primitive sur ℝ. 

02.   Donner l’ensemble des primitives de f sur ℝ.�

II -  :د������	
���ول�دوאل���������وאل� �

����� ������ �

���� ���� ���� ���� 0 A			�A ∈ ℝ� 0 3 6 ≠ 0 6� 5 5� ∀		 ∈ ℚ\E0	; −1F, �G
 

1	 + 1	�G��
 ��

 
17 �I

 

��
 

13 ��
   

− 1�� 
1�   

�J� = 1� ln�|�|�   

12√� √�   

cos��� sin���   

sin��� −cos���   

1 + tan����1cos����    ����T tanو

cos�6� + 7� �6 ≠ 0� 

16	sin�6� + 7� cos�2� + 1� 
12 sin�2� + 1� 

sin�6� + 7� �6 ≠ 0� 
− 16	cos�6� + 7� sin�5� − 4� −15 cos�5� − 4� 

1cos��6� + 7� 

�6 ≠ 0� 

16	tan�6� + 7� 

1cos��6� + 4� 
16 tan�6� + 4� 

∀		 ∈ ℚ\E0	; −1F, UV��� × �U��� G 

1	 + 1 �U��� G��
 2�	��� − 13�X 

16 ��� − 13�� 

UV���2YU��� YU��� 
3��

2√�� − 10 Y�� − 10 

UV���U���  ln�|U���|� 
2���� + 3� ln�|�� + 3|� 

�6 ≠ 0�		 16� + 7 
16 ln�|6� + 7|� 

14� − 5 
14 ln�|4� − 5|� 

tan��� 
− ln�|Z[����|� 

 
  

�
 �

   

�6 ≠ 0�   \�
 

16 \�
 ��

 
13 ��

 

UV���	]���
 ]���

 cos��� 	^_`���
 ^_`���

 

 



 

I -  א��������	
�� ��:�دא���א�

1�−� :������ 

�א��� ������א��א���א�� → �

ل������א��0	; و�א�!�����م���∞		

��א��%$���#  
	����א��1����دא���א�&'��،���)�
�.���-و������و���,+�* �

� ،�/0����12� �∀	� ∈ ��∗ , ln����  �
� 		و			 ln�1�  0�

�د	א��3-و����: �−�2 �

�����א��א��� �����.�∗��دא���,41��%167
ق�����2
8�
9:����∗� �

�����א��א��� ���
��ن��.∗���+א������$8∀	� ∈ ��∗ , ln����  �
� � 0�

3�−� :�<
��
/� �

�=>� ��?,ℚ��=>و���و��"��?,��∗،� �
01. ln�� # "�  ln��� 	 ln�"� 

02. ln $
	�
%	 &  ln��� ' ln�"� 

03. ln (
	�%		 )  ' ln�"� 

04. ln��*�   ln��� 

05. ∀	� ∈ +\-0	; 1., ln/√�1 2  �
3 ln��� 

06.  ln���  ln�"� ⇔ �  " 

07.  ln��� 5 ln�"� ⇔ � 5 " 

4�−� :�@��$�� �

01. �:�A'B-� �ln 67√2 	 19 	 ln 67√2 ' 19 

02. C&2�ln-ن��Eذא��� ≃ 3�	lnو��0.7� ≃ 1.1�Fد�G��=>���2�%,��&�8

�?,ln/√62و��ln/√12? 2.� �

II -  א��3א��א���	د@A�:� �


ط�: �−�1I:� �

�?>1�B��J%�%Kא��L1&����א��א���א���د�����(�:�∗��א��M��F��Nא�� �
∀	� ∈ ��∗ ,			B���  ln���	�

�و���<?�C�
�#�م.م.م.م.م.��O
�G�,D�E, FG	, HG�.� �

01. �<
�
 :�∗�������Pא>��Bد	א9:��3

a. ل��Q�R�2�  23،��A'B-�:� �lim�→�K B��� 

b. ل��Q�R�2�  �
L1�:�S1�13E�،� �lim�→�M B��� 

��د	א��3 .02�G�&����T
9:Uوع�א��Wא��C��: 

a. אل�X'א���Y�1:�
3��Oول�-N�.@2
 א�'

b. ن�-�Z2:� �∀	� � 1,			0 5 ln��� 5 √�� 

c. :�S1�13E�lim�→�K O���
� 	�.�Y�1:�
3��Oول�-��[� �

03. ���G�Nس��%���א	د-�C�.� �


س�ل� .04&Nد���א
��Bد�,�C�������א��%$��ذא>�א�4F�ل��  1.� �

05. =�,���G�Nא��C���#D.� �

06. �#�
�:
��,�=B��∗�:د���
�Nא� ��P� ∶ ln���  1 

������Z2-ن�א��א��� .07�.∗���%�=�دא����<'���� �

08. ��G�,�]I:-א��א������R���#D.� �

2�−� :���&'�� �

B̂���
�Nא�=ln���  ��א���د�א������و�:�,+��_�(��∗��1��#&'�S� 


�و����� �ln�S�  1� �و� �S ≃ 2.71828	18284	59045…� �

3�−� :��&9,�<
�
9:� �
lim�→�K ln���  	∞ lim�→�M ln���  '∞ 

lim�→�K
ln���
� 	  0�

 lim�→�M � ln��� 	 0R
 

 �=>� ��?,ℚ�∗�،� � 0� 

lim�→�K
ln���
�* 	 0��lim�→�M �* 	 ln��� 	 0R

 

lim�→�
ln���
� ' 1 						 						 limY→�

ln�1 	 Z�
Z 	 						 						1	 

4�−� ���&��	
��\دא���-����ل��–א��%1INא� → ]^�\�
]�\��: 


ل��_�1<?�`��%167
ق�����2
��a�b:��`دא���8 �∀	� ∈ `	, _��� a 0 

�א��א��� � → ln�|_���|����%167
ق�����2
8`�� �

�	∀� و ∈ `	, �ln�|_���|���  c^���
c��� 

� ����א���א��وאل�א���� → c^���
c���
ل�����א��JOא��وאل�:�`� �

� ��� → ln�|_���|� 	 d��a�Bd�.J%�%Bد��� 

III -  :���Iא������	
���دא���א� �


ط�: �−�1I:� �

��efE�Eذא��&�C-ن�  5.37	10Rg	h��. �R��Fد��Gie�c�
dא�e
Nא.� �

2�−� :������� �

�)�

	����א�����Iא��א���א�!�:�,+�*���:�א��F��N(و�����:'&�Jدא���א� �

∀	� ∈ ��∗ ,			 log���  ln���
ln�10� 

IV -  3
س�دא���א�f�����	
��l�:� �

1�−� :���&��� �

�?>��m ∈ ��∗ \-1..� �

� א��א��� → no���
no�p���F��Nل�א
���א;	��M�0א�� 		∞����دא����'&

3
س�f�����	
���و:<logp�:�A1و���,+�*
�(�:��mא� �

∀	� ∈�0	;	∞�	,				logp���  ln���
ln�m� 
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2�−� :�<
��
/� �

=>��m ∈ ��∗ �،∗��,?��"و���و��<=��ℚ,?�� �و��<=�.1-\ �
01. logp�1�  0 

02. logp�m�  1 

03. logp�� # "�  logp��� 	 logp�"� 

04. logp $
	�
%	 &  logp��� ' logp�"� 

05. logp (
	�%		)  ' logp�"� 

06. logp��*�   logp��� 

07. ∀	� ∈ +\-0	; 1., logp/√�1 2  �
3 logp��� 

08.  logp���  logp�"� ⇔ �  " 

3
س� �−�3f����&��	
���:�lא��%1INא� �

�?>��m ∈ ��∗ 
ل��دא�����د���,����F_و��1<?��.1-\`���`�:�a�b� �
∀	� ∈ `	, _��� a 0�

���logpא��א��� �%167
ق�����2
8��∗�:�
�و����� �

∀	� ∈ ��∗ , �logp�����  1
���m�	� 

� �C:
gذא�E_ل��
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Fonction logarithme népérien 
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Exercice �� : 

Résoudre dans �, 

�P�� ∶ ln��L 	 2��  0 �PL� ∶ ln��L ' 3�  ln�2�� 
� �̀� ∶ ln�� 	 1� ≥ ln�2�� � L̀� ∶ ln��L 	 2�� 5 0 

Exercice �� : 

Donner l’ensemble de définition de B ensuite 

l’expression de sa dérivée selon chaque cas : 

B����  ln�1 	 ������ BL���  ln�7 ' �L� 
Bf���  ������ 	 ln/√�2

�  B����  lnf��� 

Exercice �� : 

Déterminer les limites suivantes : 

m  lim�→�K
ln�	�L	�
� 	 2  N  lim�→�K lnL��� ' � 

u  lim�→�M ln��� ln�� 	 1� �  lim�→�M√�	ln��� ' �L ln (1�) 

Exercice �� : National ���� 

Considérons la fonction B à variable réelle définie par : 

B���  �
2 ' 2 ln/√� ' 12 

01. Déterminer �O l’ensemble de définition de B. 

02. Calculer les limites de B aux bornes de �O. 

03. Montrer que : ∀	� ∈	�1	;		∞�	∶ B����  /√���2/√�RL2
L√�/√�R�2  

04. Dresser le tableau de variation de B. 

Soit /CO2 la représentation graphique de B dans un repère 

orthonormée D�E	; FG	; HG� tel que : ‖FG‖  1.5	uh. 

05. Etudier les deux branches infinies de /CO2. 

06. Etudier la position relative de /CO2 par rapport à la 

droite d’équation "  �
L. 

07. Dessiner /CO2. 
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: Série d’exercices :  
Les nombres complexes 

le plan complexe ��� est munit d’un repère 

orthonormé direct ��	; ��			
	; ��			
�. 
Exercice � : www.l9adi.com 

01. Donner une forme exponentielle de :  �� = �1 + ���� 

02. Déterminer �� tel que : 

���� = 256	 �cos� �12� + � sin�
�
12�� 

03. En déduire la valeur de cos �  ��� et sin �  ���. 

Posons :  ∀	" ∈ ℕ,			�& = ����& 

04. Déterminer les valeurs de " pour que : 

a. �& soit réel. b. �& soit imaginaire pur 

Exercice �' : www.naja7math.com  

Considérons le nombre complexe :  ( = − �
� + �

√+
�  

01. Vérifier que :  (� + ( + 1 = 0 

02. En déduire :  (+ = 1 

03. Calculer la somme :  - = 1 + ( + (� + (+ +⋯+ (�/� 

04. Donner une écriture exponentielle du nombre (. 

05. Représenter ( dans un cercle trigonométrique. 

06. En déduire : 

a.  ( = �
( = −0 − 1 = (� 

b.  ∀	� ∈ ℂ,			�� + � + 1 = �� − (��� − (�� 

Exercice �2 : National '��3 

01. Résoudre dans ℂ l’équation : �� − 6� + 34 = 0 

Considérons dans le plan ��� les points 6, 7 et 8 dont les 

affixes respectivement : 

 9 = 3 + 5�  : = 3 − 5�  ; = 7 + 3� 

Soient � l’affixe du point = du plan ��� et �> l’affixe de => 

l’image de = par la translation ? de vecteur @	
 d’affixe : 

�A		
 = 4 − 2� 

02. Montrer que :  �> = � + 4 − 2� 

03. Vérifier que 8 est l’image de 6 par cette translation. 

04. Prouver que :  
BCD
ECD = 2� 

05. En déduire que 678 est un triangle rectangle et 

que 78 = 268. 

Exercice �F : www.l9adi.com  

Considérons dans le plan ��� les points 6, 7 et 8 dont les 

affixes respectivement : 

 9 = 1 + √3	�  : = −√3 + �  ; = 2 − 2√3	� 

01. Donner une forme trigonométrique de 9,  

: et ;. 

02. En déduire une forme trigonométrique de 
�
E et : × ; 

en suite �	DH	�
�/�+

sous sa forme algébrique. 

03. Donner une mesure algébrique de l’angle : 

I�6					
	; �7					
JK
. 

04. En déduire la nature du triangle �67. 

05. Déterminer l’affixe du point L du plan ��� pour que 

�6L7 soit un carré. 

Considérons la transformation Γ dont sa représentation 

complexe est : �> − 4� = 6 − 3� 

06. Montrer que Γ est une homothétie en déterminant 

ses caractéristiques IΩ	; NJ. 

07. Donner 9> l’affixe du point 6> l’image de 6 par Γ. 

08. Que peut – on dire des point 6, 6> et Ω   ? 

Exercice �O : National '� 

01. Résoudre dans ℂ l’équation :  �� − 18� + 82 = 0 

Considérons dans le plan ��� les points 6, 7 et 8 dont les 

affixes respectivement :  

 9 = 9 + �  : = 9 − �  ; = 11 − � 

02. Montrer que :  
DCB
ECB = −� 

03. En déduire que 678 est un triangle rectangle et 

isocèle en 7. 

04. Donner une forme trigonométrique du nombre 

complexe : 4�1 − �� 
05. Montrer que :  �; − 9��; − :� = 4�1 − �� 

06. En déduire que :  68 × 78 = 4√2 

Soient � l’affixe du point = du plan ��� et �> l’affixe de => 

l’image de = par la rotation R de centre 7 et d’angle 
+ 
� . 

07. Démontrer que :  �> = −�� + 10 + 8� 

08. Vérifier que l’affixe de 8> l’image de 8 par cette 

rotation est :  9 − 3� 
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�א��وאل�: ��� → $
]^�1� 	.P��� F Q��R(HQ�.#"("Hد��� 

 :���4R!��دא���א�س��S(�س� �−�5

��,(�. ∈ ��∗ \(1).� �

� ���������א�������������1א��א���� �⇔ 1 � . 

� �)����������1א��א������	�������� �⇔ 0 � . � 1 

�:�aR`_א��*G) �א�B)�����#5א��� �−�6 �

�[�535?\��	F	��א��א� ∶ � → exp√f�و����T ∶ 	� → exp	gh�����D

�.م.مم.م.م. �

: Série d’exercices :  
Fonction exponentielle népérien 

Réf : www.naja7math.com F	… 

Exercice ij : 

Résoudre dans �, 

�k$� ∶ �� I 3
�� I 2 � 0 �kf� ∶ 2� � 3$ f� 

�M$� ∶ ���$ I � � ≥ 0 �Mf� ∶ 2	�f� I 3�� F 1 � 0 

Exercice in : 

Donner l’expression de la dérivée de 5 selon chaque cas : 

5$��� � ���1 F ��� 5f��� � �o�h p��q 

5o��� � ����� �√� 5r��� � �� 

Exercice is : 

Déterminer les limites suivantes : 

. � �DE�→ B√I�	�
� / � �DE�→�B

�√� F 5
�� I 10 

X � �DE�→Au��
� I 1� ����� v � �DE�→Au �√

� 

Exercice iw : National jxxy 

Considérons la fonction 5 à variable réelle définie par : 

z5��� � �
f� I 2� I 1					{D			� ≤ 0

5��� � ������� I 1�f				{D			� > 0 

Soit N6CO la représentation graphique de 5 dans un repère 

orthonormée 8�9	; :;	; <;� tel que : ‖:;‖ � 2	XE. 

01. Montrer que :  �DE�→Au � ��f��� � 0			��S{�	� � \f� 
02. Prouver que 5 est continue au point �A � 0. 

03. Etudier la dérivabilité de 5 au point précédent. 

04. Calculer les limites de 5 au bornes de �. 

05. Calculer 57��� sur �∗. 
06. Etudier le sens de variation de 5 sur �∗. 
07. Dresser le tableau de variation de 5. 

08. Etudier les branches infinies de N6CO. 
09. Démontrer que �N$$O est un point d’inflexion de N6CO. 
10. Dessiner N6CO. 
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: Série d’exercices :  
Calcul des intégrales 

  

Exercice �� : 

Calculer les intégrales suivantes : 

�� = � ��	 + 1�	
	

�
�� �	 = � 1

√� + 1
2� − 5

�

�
�� 

�� = � ������� + √ℯ�
�

�
�� �� = � ln���

� − 1
������

ℯ�

ℯ
�� 

�� = � 1
ℯ� − 1

 !���

 !�	�
�� �" = � |�	 − 2�|

�

�
�� 

Exercice �$ : 

Calculer les intégrales suivantes en utilisant l’intégration 

par partie : 

�� = � �3 + 2��ℯ�
�

�
�� �	 = � �	 ln���

ℯ

�
�� 

�� = � �√4 − �
�

�
�� �� = � ℯ' cos�2+�

�
,
	

�+ 

Exercice �- : National �../  

Posons :  � = 0 1�
234���

5
6� ��				�+				8 = 0 49:���

234���
5
6� �� 

01. Calculer 8. 

02. Calculer � − 8. ;<=>�?@�?	AB�	:	 �49:���
234��� = 234���

�D49:���E 

03. En déduire la valeur de �. 

04. En utilisant l’intégration par partie, calculer : 

F = � cos��� . ln�HI>����
,
�

�
�� 

Exercice �/ : 

Calculer l’aire algébrique compris entre l’axe des 

abscisses, le graphe de la fonction J et les deux droites �K� 

et �Δ� suivant chaque cas : 

J��� = ln��� − 1 �K� ∶ � = 1 �Δ� ∶ � = ℯ 

J��� = √��ln��� − 1� �K� ∶ � = ℯ �Δ� ∶ � = 10 

J��� = �ℯ� �K� ∶ � = 1 �Δ� ∶ � = 2 

: Série d’exercices :  
Calcul des intégrales 
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5
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5
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�D49:���E 

03. En déduire la valeur de �. 

04. En utilisant l’intégration par partie, calculer : 

F = � cos��� . ln�HI>����
,
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�
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Exercice �/ : 

Calculer l’aire algébrique compris entre l’axe des 

abscisses, le graphe de la fonction J et les deux droites �K� 

et �Δ� suivant chaque cas : 

J��� = ln��� − 1 �K� ∶ � = ℯ �Δ� ∶ � = 1 

J��� = √��ln��� − 1� �K� ∶ � = ℯ �Δ� ∶ � = 10 

J��� = �ℯ� �K� ∶ � = 2 �Δ� ∶ � = 1 
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: Série d’exercices :  
Les nombres complexes 

  

Exercice �� : 

Résoudre dans ℂ : 

���� ∶ 	
 − 2	
 = 0 ���� ∶ 	 
� − 6
 + 34 = 0 

���� ∶ 
� − 18
 + 82 = 0 ���� ∶ 
 = 2
 

���� ∶ 
� − 1 = 0 ���� ∶ 
� − 1 = 0 

Exercice �� : 

Considérons dans ℂ : 	��
� = 	
� − 7
� + 25
 − 39 

01. Vérifier que 3 est un zéro de	P. 

02. Trouver les réels a, b	et	c tels que :  ��
� = �
 − 3��(
� + )
 + *� 

03. Résoudre dans ℂ l’équation : P�
� = 0. 

Exercice �+ : 

Considérons dans ℂ : 	��� ∶ 	4
� − 12	
 + 25 = 0 

01. Prouver que ��� admet deux solutions différentes 

notées , et -. 

02. Calculer :  
�. + �/ 

03. Vérifier que : 
�� + 2 est une solution de ���. 

04. En déduire la deuxième solution de ���. 
: Série d’exercices :  

Les équations différentielles 
 Réf : www.naja7math.com + … 

Exercice �� : 

Résoudre les ED suivantes : ���� ∶ 	 01 + 3�0 + 2� = 0 ���� ∶ 	 250 = 01 − 130�0� = 5  

���� ∶ 	 3011 − 601 = −900�2� = 4	0�0� = −6  ���� ∶ 	 30" − 50′ + 40 = 0	0�0� = 1	01�0� = 2  

���� ∶ 620
1 + 011 + 50 = 00�0� = 4	0 7849 = 5   

Exercice �� : 

Calculer :�;<�2�� sachant que : est une fonction 

numérique vérifiant : ∀	> ∈ ℝ,			:1�>� = 2	:�>� − 2				AB				:�0� = 0 

: Série d’exercices :  
Les nombres complexes 

  

Exercice �� : 

Résoudre dans ℂ : 

���� ∶ 	
 − 2	
 = 0 ���� ∶ 	 
� − 6
 + 34 = 0 

���� ∶ 
� − 18
 + 82 = 0 ���� ∶ 
 = 2
 

���� ∶ 
� − 1 = 0 ���� ∶ 
� − 1 = 0 

Exercice �� : 

Considérons dans ℂ : 	��
� = 	
� − 7
� + 25
 − 39 

01. Vérifier que 3 est un zéro de	P. 

02. Trouver les réels a, b	et	c tels que :  ��
� = �
 − 3��(
� + )
 + *� 

03. Résoudre dans ℂ l’équation : P�
� = 0. 

Exercice �+ : 

Considérons dans ℂ : 	��� ∶ 	4
� − 12	
 + 25 = 0 

01. Prouver que ��� admet deux solutions différentes 

notées , et -. 

02. Calculer :  
�. + �/ 

03. Vérifier que : 
�� + 2 est une solution de ���. 

04. En déduire la deuxième solution de ���. 
: Série d’exercices :  

Les équations différentielles 
 Réf : www.naja7math.com + … 

Exercice �� : 

Résoudre les ED suivantes : ���� ∶ 	 01 + 3�0 + 2� = 0 ���� ∶ 	 250 = 01 − 130�0� = 5  

���� ∶ 	 3011 − 601 = −900�2� = 4	0�0� = −6  ���� ∶ 	 30" − 50′ + 40 = 0	0�0� = 1	01�0� = 2  

���� ∶ 620
1 + 011 + 50 = 00�0� = 4	0 7849 = 5   

Exercice �� : 

Calculer :�;<�2�� sachant que : est une fonction 

numérique vérifiant : ∀	> ∈ ℝ,			:1�>� = 2	:�>� − 2				AB				:�0� = 0 
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:��	
��7��$?�א��6د���א�$���� ∶ �′′ 
 6�′ � 9� � 9$ � 12�

01. D=��	
���7d:�א$6`����Kא��6د���א�$��� ∶ �′′ 
 6�′ � 9� � 0�

02. �2	G	G\ن�א�/א���א��/د@���و���=/د�א��/د@��א&P��P��e���3��6א


E�A	/א����B�e�$� � �$ � �����C���Z=��	

,��د���א�$����E�. 

03. .��	

&ل�א��6د���א�$���=�a$#$N�7�. 

: Complément de la série d’exercices :  
Les équations différentielles 

  

Exercice �g : 

Une grandeur non nulle � évolue à une vitesse 

proportionnelle à elle-même. On sait que cette grandeur 

double après dix ans. Combien de temps lui faut-il pour 

tripler ? 

Exercice �h : (Loi de refroidissement de 

Newton) 

« La vitesse de refroidissement d’un corps inerte est 

proportionnelle à la différence de température entre ce 

corps et le milieu ambiant ». On suppose que la 

température de l’air ambiant est constante égale à 25°C. 

Dans ces conditions, la température d’un corps passe de 

100°C à 70°C en 15min. Au bout de combien de temps se 

trouvera-t-il à 40°C ? 

Exercice �i : (Dissolution d’une substance) 

Une substance se dissout dans l’eau. On admet que la 

vitesse de dissolution est proportionnelle à la quantité 

non encore dissoute. A l’instant �	 � 	0 (� en min), on 

place 20 grammes de cette substance dans une grande 

quantité d’eau. 

Sachant que les dix premiers grammes se dissolvent 

en cinq minutes, donner une expression de la quantité 

dissoute j���, en grammes, en fonction de �. 
Exercice �l :  (Taux d’alcoolémie) 

Le taux d’alcoolémie j��� (en em�A) d’une personne 

ayant absorbé, à jeun, une certaine quantité d’alcool 

vérifie, sur �n, l’ED : �7� ∶ �� � � � ���� où � est le temps 

écoulé après l’ingestion (exprimé en heures) et a une 

constante qui dépend des conditions expérimentales. 

 

On pose pour �	 ∈ 	�n, e��� � j���	��.  
01. Démontrer que e est une fonction affine. 

02. Exprimer j��� en fonction de � et de �. 

Dans cette question, on suppose que � � 5. 

03. Etudier les variations de j et tracer sa courbe.  

04. Déterminer le taux d’alcoolémie maximal et le temps 

au bout duquel il est atteint. 

05. Donner une valeur du délai o (à l’heure près par 

excès) au bout duquel le taux d’alcoolémie de cette 

personne est inférieur à 0,5	em�A.  
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�����Eא����������	 ��! ��,��O $ود�"�� ı�, ȷ�, k���.� �

&'��������() �&�*�E���+,)-01/ل�.� �

:�1�-2� ��������. ����������������. ����������������. ������� 

2�−� :���3�32� �

a -  :���)��� 

��و��و���و����א8!����7 !�7!�56�4 ��	 !�4 &�א��������و������!'&�
�& �9:;�<=>����?@��:��� � ���و�������� � �א�9:�8א���/د��A′�و���������� �

����ل����B�Cא�8!:�.�� �

:�D/����و�����א
	א��א���������!�7!�4:Eد�א	א�������� � ��′������� �

.���و�;'!�1:� �� � �������. �������� � ����� � ��′������ �

b -  �F�DG �:� �

4! 	�� �56�4!�7! �H'����א������א8!������7و����& ��،� � ���. �� � ‖���‖ � ‖��‖ 	� cos	����; ��" � 

c -  �:�J��Eא�	Cא/K�F;�LMو�א�F��א�!��<� �

H'����:�،�� &�א������א8!�����7��$و����و������و��'C#�H	د�-: �

� Symétrie : �F��א�!��<� ���. �� � ��. ����
� 0��. ��� � ���. 0�� � 0 

.���א��	د� �����F�7!8א�N() �B��������:�1!';و�� ����² � ���. ��� � ‖���‖²� �

� Bilinéarité : � �FO��Pא�F;�LMא ������ ' ���. $��� � ���.$��� ' ��. $��� ���. ��� ' $���� � ���. �� ' ���. $��� �#����. �� � #����. ��� � ���. �#��� 

d -  �F�DG (��F �D���:(�L! �:� �

�H'���א������א8!������7و����& ��،� �
� ���� ' ���) � ���² ' 2	���. �� ' ��² �	‖���‖² ' 2	���. �� 	'	‖��‖² 

� ���� + ���) � ���) + 2	���. �� ' ��) �	‖���‖) + 2	���. �� 	'	‖��‖² 

� ���� ' ���	. ���� + ��� � ���² + ��) �	‖���‖) +	‖��‖² 

e -  F�DG �,�:� 

�H'���א������א8!������7و����& ��،� �

� ���. �� � -) 	�‖��� ' ��‖) + ‖���‖) + ‖��‖)� 
� ���. �� � -. 	�‖��� ' ��‖) + ‖��� + ��‖)� 

� cos�/� � 0���.1��‖0���‖�‖1��‖	 avec / � 2���; ��" 3 et ��� 4 0�� et �� 4 0�� 
� Identité du parallélogramme :  ‖��� ' ��‖) ' ‖��� + ��‖) � 2�‖���‖) ' ‖��‖)� 

 

� Inégalité triangulaire : (Minkowski) ‖��� ' ��‖ 5 ‖���‖ ' ‖��‖ 

� Inégalité de Cauchy-Schwarz : |���. ��| 5 ‖���‖ � ‖��‖ 

f -  �F�DG 7�4!�7! �F�:���� 	�و�א3!:�  �

�H'����4 &�א������א8!������7و���! 	���⇔			�� !�� 	�����4و����� ،�� !�56�4!�7  ����. �� � 0� � !���4و������:!� �			⇔� �|���. ��| � ‖���‖ � ‖��‖� �

�א��8��و�א3R�س�: �−�3 �

a -  :���)و����F���� �

��	 F<=>� !�7������56�;و����:و����9!'&� ��& �FOو��56 �!/א��.� �

 �9;:/ل�2ن��, :�, �.��32�T�س�����; �

 �U;�Vذא�X9و���:و���;����B�P �B�P �Y	 ��! �	9� < :�	=>	:� < ;��	=>	9� < ;����

���;:/ل�2ن�א3R�س�;Z,�9�, :�, ;����	 ��! .� �

b -  �:�F����F��-��� 32�س� !�� 	��

��	 �56F<=>� !�7������;و����:و����9!'&� �FOو��56 �!/א��& ��.� �

 �9�, :�, ;����������⇔�32�س� !�� 	��
‖9�‖ � ‖:�‖ � ?;��? � 1
9� < �:		و		�: < �9		و		��; < ;��@� �

 ��,��Aא��8 9�, :�, ;����������	 ��! ⇔��9�, :�, ;��������.32�س� !�� 	�� �

II -  :�F��[�\� 

�،����� �HV�T���א����E����� $ود�"������	 ��! ���A, 9�, :�, ;���.� �

1�−� :�F�DG � �

H'���4!L:;BCDEDFDGو�� BCHEHFHG��& �����4!�7! �H'و����� ICEFJو���� KCLELFLM�& �

�،���א������א8!��7 �

� ��� � N	9�' O	:�' P	;��				و				A������� � 	 NQ	9�' OQ	:�' PQ	;�� 
� ���. �� � N	NR ' O	OR ' P	PR

 

� ‖���‖ � 	SN) ' O) ' P)	 
� ������� BCHTCDEHTEDFHTFDG  

� � � ?�������? � S�NU + NQ�) ' �OU + OQ�) ' �PU + PQ�)	  
2�−� F�-�^������F:�א�!�� 	�و�א[3!:�  �

�H'���� ICEFJو���� KCLELFLM��4!�7! �56�& �4! 	�� ��، 

�ن�� !�� 	����و����� �⇔			 ��� < �� 			⇔� ����. �� � NNR ' OOR ' PPR � 0� �

!���و�������⇔��ن�� �!: ��∃	W ∈ Y ∶ NR � W	N	و	OR � W	O	و	PR � W	P	 

 ⇔ |���. ��| � ‖���‖ � ‖��‖�� � [N N′O O′[ � 	و	0 \N N′P P′\ � 	و	0 [O O′P P′[ � 0�� ⇔ 

!����564و������:!� � �⇔ |���. ��| 4 ‖���‖ � ‖��‖ 

 ⇔ [N NRO OR[ 4 	2و	0 \N NRP PR\ 4 	2و	0 [O O′P PR[ 4 0� �

 _	د�<=>� !�7���: �−�3

�&'!���� ICEFJو���� KCLELFLMو��$��� KCLLELLFLLM��& ����7! �<=>��.� �

:��:����$و����و�����_	د�א8!�7���:Eد�א	א���/D�1�aD�Tא�א�`� �

det����; ��; $���� � `N NR NRRO OR ORRP PR PRR` � N [O′ O′′P′ P′′[ + O \NR NRRPR PRR\ ' P [N′ N′′O′ O′′[�
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 ��$و����و���������56FOא/!� �� �⇔�det����; ��;$���� 4 0	�
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01. �:�1�-2det KI			)			�T-J ; Ilm.J ; I)n�JMو��det KI			)T�			-J ; Ill.J ; I)n�JM�� �

02. ��3	�D2ول�.��;d����C�Hefא�gO�!� א�
� �
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01. CX��=�)(א `�������!:P��9�����& ���8א���J�+k/8و�א���.� �

02. X��:!�����4!�.����9C ��د�!�4د�'���

03. �&'��o���h/!�8א8��� &�א�.����א8!��&�ل�و� �

a. ��` א)(�=Pد��	-��h/!�����o�.�

b. �h/!�����F�.��o-	د� ��د��Fد�'���

���Tא������: �−�2�א�8!: �

a -  ��:!�����A` א)(�HPlp�q;r�����:� �

�&'��א8��� &�������א��:�FLא�8!: BCDEDFDG�F�7!8�(�+k/8��56و�א� �

F 	������א8 IstuJ.� �

�F���vNא� � NQ ' d>O � OQ ' w>P � PQ ' e> 	; > ∈ Y���=�)(א `�������!:P��B������.� �

b -  ��!א8 ��د���:!�x�y; z�����: 

��א ��د�!���א�8�����& ���8!: BCDEDFDG�F�7!8�(�+k/8��56و�א� �

F 	������א8 IstuJ�:���D�

� � �dwe	 4 0� ⇒ 
CTCDs � ETEDt � FTFDu  

�  Id � 	we	و	0 4 0	J ⇒ N � NQ	و	 ETEDt � FTFDu �

� Id � 	w	و	0 � e	و	0 4 0J ⇒ N � NQ	و	O � OQ�
��א
$��אRول�א�T�h/!�8א������:� �−�3 �

a -  h/!�����A` א)(�HP��|�q; r���; }�����:� �

�&'��o���& ���8א�h/!�8א� BCDEDFDG��4!�7!8�(�+k/8�56�4א8و�א! 	��

!��4و�����56א�8!: IstuJو���� KsLtLuLM.  

�F���N~א� � NQ ' dW ' dR�O � OQ ' wW ' w′�P � PQ ' eW ' e′� 	; I��J ∈ Y)��h/!�������` א)(�=P��B����o�.�� �

� �
� �
 

b -  F;��h/!����|�q ��د��Fد�'��� r���; }�����: 

 �9:�?�:���FC/�m�ICEFJא�-�∗�	dN ' wO ' eP ' � � 0�� �

IstuJو� 4 IlllJو���h/!� ��D��∗��B���.h/!�8א�אan�F� ��د��Fد�'��� �

 �h/!�����F;��o!�o	�	� ��د��Fد�'��� ���; ����H��!�; :� �

� �ICEFJ ∈ �o� 								⇔ 							 det2���������; ���; ��3 � 0 

 �F�و����!o	�	� ��د��Fد�'����h/!�8�F_	د�)���:�56�9א�8!:�
�H��!�;���ICEFJ:��و� ∈ ���� 				⇔ 				 det2���������; �������; ��������3 � 0	� �
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a -  :ط���j;� 

�T�G!�;�����:�9:��א� IT-			)			-Jو�� IT�			.			�Jو��f I-)lJ.� �

01. �h/!�����F��وא�93א�:�o���F�L-	د� ��د��Fد�'����.�

02. X�g!�!3��h/!�������` א)(�=P�o�.� �

03. �1�-2�F,�� f��h/!�8א�&C�o�.�

b -  �F�:������;��h/!���|�q ��د��Fد�'��� �

�h/!�����F�אo!��o���& ���8	�	� ��د��Fد�'��� BCDEDFDGو����� IstuJ��F��� 

:�H��!�;�+�C� ���ICEFJ ∈ �o� 			⇔				���. ��������� � 0� �
� ⇔ dN ' wO ' eP + �dNQ ' wOQ ' ePQ� � 0 

c -  gO�!;�:� �

�!�&'dو��wو��e��?@�F:C2IstuJ	אد�-: 4 IlllJو���o���&�*�h/!� ���.� �

 �U;�Vذא�X��� IstuJ��B�C�F��� �o���	k/��+;Z,� ∈ Y�:�?@� �o� ∶ dN ' wO ' eP ' � � 0�
 ن��Vذא�X�o� ∶ dN ' wO ' eP ' � � ����,Zن�0 IstuJ��C�F��� .+�

d -  h/!� �&C�FL:;�F,�� �:� �

G!�;��T�����FL:��א� BCDEDFDG��h/!�8و�א�o� ∶ dN ' wO ' eP ' � � 0.� �

�FL:� �C�o��:��D&�א�F,�� ���h/!�8א�

�2�	; �o�3 � �� � |dNQ ' wOQ ' ePQ ' �|√d) ' w) ' e)  

�?-����Aא�9:�8א���/د��DFL:������B�C�h/!�8א�o�.� �

 

e -  ������:� �

�&'!�����F�7! و��F 	�� �56���:!�8�F�k/ و��������F�7! ��F 	�� �56� �

���و:!�8�F�k/ �Δو��������F�7! ��B�C�F�����	 �Fو�  �56�h/!� �o��� �

���F�7! ��B�C�F���و������	 �Fو�  �56�h/!� و�����h�56 !�7!����4و���

!�4و� /�k!�4ل�� ��	 !�4و�:!� �56�o�.� �

� �



 

 ��� < �Δ�� .����  !�� 	��ن����و������⇔� �� � 0	 ⇔� 

 ��� ∥ �Δ�� ���� !���و���⇔����� �ن� �!: ∧ �� � 0�� ⇔� 

 ��� < �o� ��� ⇔��B�C�F��� �o� 

� �⇔���� < 	hو������ < 	 �������� �����. h� � 	���. �� � 0 ⇔�� �

� ���� !����و��⇔��ن� �!: �2��� ∧ ��� � 0�� ⇔3 

 ��� ∥ �o�� �⇔���:!� �	k/��Δ���&�*�o���?@��� ∥ �Δ� 

� ���Fو���hو������⇔�Oא/!�  �det����; h�; ��� � 0 ⇔�	� �

� .����  !�� 	��ن�����و������⇔� ��� � 0	 ⇔�� �

 �o� < ���� � !�� 	��ن�����و������⇔� ������.���� � 0 ⇔� 

� ���Fو���hو�������⇔�Oא/!�  �det�����; h�; ��� � 0 ⇔�	 

 �o� ∥ ���� !�ن�����و������⇔��:!� � ������ ∧ ��� � 0�� ⇔� 

� �⇔����� < 	hو������� < 	 �������� ������. h� � 	����. �� � 0 ⇔� 

2�−� FC/�7�������[�	�	[�|� � �� ∈ ��� ∶ 	����. q��������� � �� 

a -  :ط��j; 

�א��:�T�G!�;�����FLא������ I			�T�			.J��F�7!8و�א��� IT)			.			�J��& ��.� �

01. :�4!C/�pد�א	-� ���l 	� �� ∈ ��� ∶ 	 ���. ��������� � 0�� �

� �و� ���� � �� ∈ ��� ∶ 	 ���. ��������� � 5�� �

���و�����l	-	د�א�/*�Nא����qل .02�.�
� �

b -  :�rs� �� �

��:��	 �H'���F�7! Fو����א������ &���;:�FLو��'C�H'�;��H	د�-: �56� �،���א������א8!���7 &���� �

 �FC/�pאol � �� ∈ ��� ∶ 	 ���. ��������� � 0���h/!�8א��D�&�* +.�����و���א8��� &������C�F��� � �

 �FC/�pאo� � �� ∈ ��� ∶ 	 ���. ��������� � ;���&�*�h/!� ��D ���C�F���ol����A2 /אز�Aل�������� �B��o��، . 

 �4(�F,��8א�olو����o����:��D� �� � \ �‖���‖\� 

 

 

Série d’exercices : Produit Scalaire dans �� 
Réf : www.naja7math.com '⋯  

L’espace ��� est munit d’un repaire orthonormé. 

Exercice �� :  

Considérons les points AB			�T�			)G, BIT-			-			.J et C I			�T.T)J. 

01. Montrer que le triangle �� est rectangle en �. 

02. Calculer son aire. 

Exercice �( :  

Considérons les points � I			)T-			lJ,  B			�			lT�G et � I-�-J. 

01. Déterminer une équation cartésienne du plan �o� 
passant par C et normal sur ���. 

02. Déterminer une représentation paramétrique du 

plan ��� passant par B et normal sur ����. 
03. Démontrer que : �o� < ���. 

Exercice �, :  

Considérons le point � I			.T-			)J et le plan : �o� ∶ 2N + O ' 3P ' 5 � 0 

01. Vérifier que : � ∉ �o�. 
02. Déterminer une équation cartésienne du plan ��� 

passant par A et parallèle à �o�. 
Exercice �7 :  

Considérons le point � I			-T)			lJ et le plan : �o� ∶ 2N + O ' 3P ' 5 � 0 

01. Déterminer une  représentation paramétrique de la 

droite ��� passante par A et normal sur �o�. 
02. En déduire les coordonnées de � la projection 

orthogonale de � sur �o�. 
03. Trouver deux vecteurs directeurs du plan �o�. 
04. En déduire une  représentation paramétrique du 

plan �o�.  
Exercice �¢ :  

Considérons les points � I-l-J,  I			)T-			lJ et � Il)�J et ��� I			l			-T-J. 

01. Prouver que �,  et � ne sont pas alignés. 

02. Vérifier que ��� est normal sur le plan ����. 

03. Déterminer une équation cartésienne du plan ���� 

 

 



 

��: Produit Scalaire dans  Série d’exercices 
Réf : www.naja7math.com � ⋯  

L’espace ��� est munit d’un repaire orthonormé. 
Exercice �	 :  

Considérons les points A �			��			��, B ���			�			�� et C �			������. 

01. Montrer que le triangle ��� est rectangle en �. 
02. Calculer son aire. 

Exercice �� :  

Considérons les points � �			���			��, � �						���� et � ����. 

01. Déterminer une équation cartésienne du plan ��� 
passant par C et normal sur ����. 
02. Déterminer une représentation paramétrique du 

plan ��� passant par B et normal sur ����. 
03. Démontrer que : ��� � ���. 

Exercice �� :  

Considérons le point � �			���			�� et le plan  

��� ∶ 2" # $ � 3& � 5 ( 0 
01. Vérifier que : � ∉ ���. 
02. Déterminer une équation cartésienne du plan ��� 

passant par A et parallèle à ���. 
Exercice �+ :  

Considérons le point � �			���			�� et le plan  

��� ∶ 2" # $ � 3& � 5 ( 0 
01. Déterminer une  représentation paramétrique de la 

droite �,� passante par A et normal sur ���. 
02. En déduire les coordonnées de - la projection 

orthogonale de � sur ���. 
Exercice �. :  

Considérons les points � �����, � �			���			�� et � ����� et /01 �			�			����. 

01. Prouver que �, � et � ne sont pas alignés. 
02. Vérifier que /01 est normal sur le plan �����. 
03. Déterminer une équation cartésienne du plan ����� 

� �� �
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Série d’exercices : Produit vectoriel 
Réf : www.naja7math.com �  madariss.fr  � Examens nationaux   

L’espace ��� est munit d’un repaire orthonormé. 

Exercice �	 :  

Considérons les points � ����� et � ���			�			�� et � �����. 

01. Calculer AB000001 ∧ ��000001. 

02. En déduire une équation cartésienne de �����. 

03. Calculer l’aire de ���. 

Exercice �� : (Traité en cours)  

Considérons dans ��� :  

�5� ∶ " � $ � & # 1 ( 0 �5′� ∶ 2" # $ # & ( 3 

01. Déterminer la position relative de �5� et �5′�. 

02. Donner une représentation paramétrique de la 

droite �Δ� l’intersection de �5� et �5′�. 

Exercice �� :  

Considérons les points � ����� et � ���			�			�� et � �����. 

01. Calculer AB000001 ∧ ��000001. 

02. En déduire que �, � et � ne sont pas alignés. 

03. Calculer l’aire du parallélogramme construit à partir 

de �, � et �. 

04. Donner une représentation paramétrique de ����. 

05. Calculer la distance 9:�, ����<. 

Exercice �+ : �=>?	���@	ABCCABDBEF	�  

Considérons � �			�			���
�, �5� ∶ 2" � $ � 2& # 13 ( 0 et �G� la 

sphère de centre Ω ����� et de rayon H ( 3. 

01. Montrer que �G� ∶ "² � $² � &² # 2" # 2& # 7 ( 0. 

02. Vérifier que � ∈ �G�. 

03. Calculer la distance 9 �Ω, �5��. 

04. En déduire que �5� est tangent à �G�	. 
Soit �,� la droite passante par � et perponduculaire à �5�. 

05. Prouver que /01 ����� est directrice à �,�  

et que ΩA0000001 ∧ /01 	�			L�L��
�. 

06. Calculer : 
MΩN0000001	∧	O001M

‖O001‖   

07. En déduire que �,� est tangent à �G� en �. 

Exercice �. : �=>?	���Q	ABCCABDBEF	� 

Considérons : 

 �5� ∶ " � 2$ � & # 1 ( 0 

 �G� ∶ "² � $² � &² # 4" # 6$ � 2& � 5 ( 0 

01. Démontrer que G �T �			�			���
� ; 3�. 

02. Prouver que 9:T; �5�< ( √6. 

03. En déduire que �5� coupe �G� en un cercle ��� dont 

on calculera son rayon W. 

04. Donner une représentation paramétrique de �,� la 

droite passante par T et perpendiculaire à �5� . 

05. Montrer que le centre de ��� est - �			�			����. 
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Série d’exercices : La sphère 
Réf : www.naja7math.com �	…   

L’espace (E) est munit d’un repaire orthonormé. 
Exercice �� : 

01. Déterminer une équation de la sphère � �A�			���			��	; 4�.  

02. Déterminer une équation cartésienne de la sphère 

�� � de centre ! �			���			�� et passant par B�			�			#�$�. 

Exercice �% :  
01. Déterminer une équation de la sphère ��� de 

diamètre &!'( où A �����			�� et ' �#)*�. 

02. En déduire une équation cartésienne de ���. 
Exercice �+ :  

Considérons la sphère : ��� ∶ -² � /² � 0² � 2- 2 6/ � 100 2 1 � 0 

et le plan �6� ∶ 2- � / � 20 2 9 � 0. 

01. Déterminer le centre Ω et le rayon � de ���. 

02. Prouver que �6� est tangent à ���. 
03. Donner une représentation paramétrique de la 

droite passant par Ω et normale sur le plan �6�. 
04. En déduire les coordonnées du point de contact. 

Exercice �8 :  
Considérons la sphère : ��� ∶ -² � /² � 0² 2 2- � 4/ 2 4 � 0 

et la droite �Δ�:	;- � 1 2 </ � <								
0 � √7				

	; < ∈ @ . 

01. Déterminer le centre Ω et le rayon � de ���. 

02. Résoudre dans @A le système composé d’équations 
de ��� et �Δ�. 

03. En déduire la position relative de ��� et �Δ�. 
Exercice �B :  

Considérons le point ! �#��� et le plan  �6� ∶ 2- � / 2 0 � 1 � 0 

01. Vérifier que : ! ∉ �6�. 
02. Trouver une équation cartésienne de la sphère ��� 

de centre ! et tangente au plan �6�. 
Exercice �D  :  

Considérons la sphère ��� de centre A �			�			#��� et de rayon 5 et  

le plan �6� ∶ 2- � / 2 0 � 1 � 0. 
01. Montrer que l’intersection de ��� et �6� est un  

cercle �F�. 
02. Déterminer le rayon de �F�. 
03. Trouver les coordonnées de � le centre de �F�. 
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Série d’exercices : Produit vectoriel 
Réf : www.naja7math.com +  madariss.fr  + Examens nationaux   

L’espace ��� est munit d’un repaire orthonormé. 

Exercice hi :  

Considérons les points � -LOM1 et � -NL			M			L1 et � -ML�1. 
01. Calculer �������� ∧ ��������. 
02. En déduire une équation cartésienne de �����. 
03. Calculer l’aire de ���. 

Exercice hj :  

Considérons dans ��� :  
�k� ∶ : + 7 + 9 ( 1 � 0 �k′� ∶ 2: ( 7 ( 9 � 3 

01. Déterminer la position relative de �k� et �k′�. 
02. Donner une représentation paramétrique de la 

droite �Δ� l’intersection de �k� et �k′�. 
Exercice hn :  

Considérons les points � -LML1 et � -NL			O			M1 et � -LL�1. 
01. Calculer �������� ∧ ��������. 
02. En déduire que �, � et � ne sont pas alignés. 

03. Calculer l’aire du parallélogramme construit à partir 

des points �, � et �. 

04. Donner une représentation paramétrique de ����. 
05. Calculer la distance d ≔ d%�, ����'. 

Exercice hp : �qrs	jhht	uvwwuvxvyz	�  
Considérons �5			O			ONL<, �k� ∶ 2: + 7 + 29 ( 13 � 0 et �C� la 

sphère de centre Ω -LML1 et de rayon { � 3. 

01. Montrer que �C� ∶ :² + 7² + 9² ( 2: ( 29 ( 7 � 0. 

02. Vérifier que � ∈ �C�. 
03. Calculer la distance d -Ω, �k�1. 
04. En déduire que �k� est tangent à �C�	. 

Soit �S� la droite passante par � et perponduculaire à �k�. 
05. Prouver que ��� -OLO1 est directrice à �S� et  

que ΩA������� ∧ ��� 	5			\N\N�<. 

06. Calculer : 
~Ω��������	∧	����~
‖����‖   

07. En déduire que �S� est tangent à �C� en �. 

Exercice h� : �qrs	jhh�	uvwwuvxvyz	� 
Considérons : 

 �k� ∶ : + 27 + 9 ( 1 � 0 

 �C� ∶ :² + 7² + 9² ( 4: ( 67 + 29 + 5 � 0 

01. Démontrer que C 5� 5			O			�NL< ; 3<. 

02. Prouver que d%�; �k�' � √6. 

03. En déduire que �k� coupe �C� en un cercle ��� dont 

on calculera son rayon H. 

04. Donner une représentation paramétrique de �S� la 

droite passante par � et perpendiculaire à �k� . 
05. Montrer que le centre de ��� est �-			L			LNO1. 
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