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 خاصة بمستوى الثانية من سلك البكالوريا تمارين

 شعبة العلوم الرياضية

 

     

 البنيات الجبرية

 

2       نزود
IRً4:  بقانون تركٌب الداخلً المعرف بما ٌل

( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )
a x

x y a b IR x y a b x a ye be
       

(2,1): احسب (1 (1,0) (1,0) ثم (2,1) .  ماذا تستنتج ؟ 

2 تجمٌعً فً أثبت أن القانون (2
IR. 

2 ٌقبل عنصرا محاٌدا فً أثبت أن القانون (3
IR. 

2بٌن أن جمٌع عناصر (4
IR ًتقبل مماثلا ف  2

,IR  

 استنتج بنٌة  (5 2
,IR .  

 

نذكر أن   2( ), ,M IR   حلقة واحدٌة . 

: نضع 
0

 , 
a

a a a

e
E M a

ae e

   
    
   

 ونعتبر التطبٌق f من  نحو E ًالمعرف بما ٌل  :  , aa f a M   

 جزء مستقر منEبٌن أن . أ.1 2( ),M IR . 

 تشاكل تقابلً من fبٌن أن .   ب , نحو  ,E .  

استنتج بنٌة.   ج ,E .   

نضع   . 2 
0

 aM I و  
1

a aM M  و    
1

 , 
n n

a a an IN M M M


    و       1 , 
pp

a ap M M


 

   

:    بٌن أن.         أ   ,  
p

a app M M   

:    حلو ل المعادلة nناقش حسب  قٌم .        ب  5 5

n

x nM M M   ( حٌثxهو المجهول) .  

    

:                   نعتبر المصفوفة











11

02
A  و  المصفوفة    










10

01
I 

IAAأحسب  (1   23²  ثم استنتج أن  A ًتقبل مقلوبا ف  ,)( 2 IRM  ٌتم تحدٌده. 

:  مجموعة المصفوفات من نوعEنعتبر  (2  
























a
a

a
a

a
a

a
a

M a 11

11

2

1
  .IRa* حٌث 

                 نضع  






















11

11
;

11

11
JK 

,,²;²أحسب     (   أ JKJKKJ. 

    K  و J بدلالة aMأحسب   (    ب

جزء مستقر من  Eبٌن أن  (    ج ,)( 2 IRM. 

aMaf:   المعرف بما ٌلً Eنحو   IR* من   fنعتبر التطبٌق   (3 )(
 

 تشاكل  تقابلً  من fبٌن أن  (   أ ;*IR نحو  ;E 
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استنتج بنٌة  (  ب ;E ثم حدد مقلوب aM ًف ;E 

 :   نضع من المجموعة        لكل زوج 

 . قانون تركٌب داخلً فً  تحقق من أن  )أ- 1         5

  :     من المجموعة زوج  لكل تحقق من أن  )    ب

 . وحدد  نحو تقابل من :بما ٌلً    نحو المعرف من بٌن أن التطبٌق ) أ2)          1      

 . زمرة تبادلٌة:    بٌن أن أو باستعمال التطبٌق )        ب         

 .  بالنسب للقانون  من المجموعة   ومماثل عنصرحدد العنصر المحاٌد للزمرة )     ج

  و         و : و لكل عدد  عدد صحٌح طبٌعًنضع لكل  3) 

         

                                                                      Nمرة  

  .   و   بدلالة  احسب       

 

نذكر أن   xIRM ,),(3  حلقة واحدٌة . 

نعتبر المجموعة     IRMG 
















 



 /

cossin0

sincos0

001

.   

  .M3(IR) جزء مستقر بالنسبة لضرب المصفوفات فً Gبٌن أن  (1

      :نعتبر المجموعة  (2 / 1U z C z  .  

 زمرة جزئٌة  للزمرة  (U,x)     بٌن أن  *, ). 

      :  بحٌث G نحو U  المعرف من نعتبرالتطبٌق  (3
 Mei )(.  

 ( .G,x)  نحو  (U,x) تشاكل تقابلً  من بٌن أن  (  أ

 . زمرة تبادلٌة x)  (G,استنتج أن( ب

)(1أحسب   (4 

M  و  nM )(  حٌث  n عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم . 

    A    - نعتبر المجموعة 3G  . 

:  تضع G من b وa           لكل 
3

ab
a b a b   . 

)تحقق من أن  (1 , ) ² 3 3( 1)( 1)
3 3

a b
a b G a b      . 

)بٌن أ ن  (2 , )G  زمر ة تبا دلٌة . 

  B- نعتبر المجموعة
2 31

( ) /
3 2 3

a a
M a a G

a a

   
         

, 

      و المصفو فتٌن 
1 0

0 1
I

 
  
 

و 
1 1

1 1
J

 
  

 
 

²تحقق من أ ن -  أ (1 2J J  و أن , ( )
2 3

a
a G M a I J   . 

)2 جزء مستقر من بٌن أ ن المجموعة -     ب ( ), )M . 
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نعتبر التطبٌق  (2
:

( )

f G

a M a




. 

) تشا كل تقابلً من fبٌن أن -     أ , )G  نحو( , ) . 

)استنتج بنٌة -    ب , ) . 

 :        نعتبر المصفوفات الآتٌة 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

O

 
 

  
 
 

       و           

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 

  
 
 

         و          

2 2 1

2 3 2

1 2 0

A

 
 

  
  

 

:   تحقق أن ( أ  (1   A+3I 0A I   

استنتج  (ب     
2A I بدلالة      A و  

     نعتبر المجموعة (2      3
, / , , ,E M a b M a b aI bA a bM        

 :بٌن أن  (   أ , ,.E    فضاء متجهً حقٌقً  

بٌن أن الأسرة  (ب        ,I A أساس للفضاء المتجهً    , ,.E  

E بٌن أن  (  أ ( 3    جزء مستقر من    3
,M  

:   بٌن أن  (    ب , ,E    هل هً كاملة؟.  وتبادلٌة  حلقة واحدٌة 

حدد العناصر التً تقبل مقلوبا فً    (4 ,E   .محددا مقلوبها  

)2نعتبر فً  )M IR المصفوفتٌن     :
1 0

0 1
I

 
  
 

      و    

2 2

2 2

3 2 2

2 2

J

 
 
 
 
 
 

 

2  : و المجموعة 

2 2

2 2
( , ) /( , )

3 2 2

2 2

a b b

M a b a b IR

b a b

  
  

 
   
  

    

  E=     

 ـ ا ـ بٌن ان   1 , ,.E  ًفضاء متجهً حقٌق   . 

 اساس فً الفضاء المتجهً  (I,J)    ب ـ بٌن ان الأسرة    , ,.E  

*:           ـ نعتبر التطبٌق 2 *E      :    hحٌث                  : * ( , )E E M a b  

                     ( , )a ib M a b  

2J     ا ـ تحقق من ان     I  

  جزء مستقر فً   E    ب ـ استنتج ان   2( ),M IR    

  تشاكل تقابلً من  h    ج ـ بٌن ان   *,    نحو  *,E    

    د ـ أستنتج بنٌة   *,E    

3X حٌت    X المصفوفة  E ـ حدد فً 3 J    

:  نعتبر المصفوفتٌن   

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 

  
 
 

  و 

0 1 1

1 0 1

1 1 0

I

 
 

  
 
 

  

  J و I بدلالة 2Jاحسب  (1

بٌن أن  (2 ,I J ًأسرة حرة ف   3 , ,.M   
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: نعتبر المجموعة  (3  2/ ,

a b b

F b a b a b

b b a

  
  

   
  
  

  

 فضاء متجهً جزئً من Fبٌن أن        (أ   3 , ,.M  

Iتحقق أن      (ب  F  و  J F  

استنتج أساسا للفضاء المتجهً      (ج  , ,.F    

بٌن أن (     أ   (4   , ,F  حلقة واحدٌة  . 

1J  ثم حدد F  تقبل مقلوبا فً Jبٌن أن     (      ب   (  1ٌمكنك استعمال السإال)  ) 

   نذكر أن   ,,2 IRM حلقة واحدٌة و    .  ,  ,2 IRM فضاء متجهً حقٌقً و ,,C ًجسم تبادل  . 

: نضع    


















 2,/

22
, IRba

bab

ba
baME و   










10

01
I و 












22

10
J  

أ ـ بٌن أن  ( 1  .  ,  , E ًفضاء متجهً جزئً من الفضاء المتجهً الحقٌق   .  ,  ,2 IRM.  

     ب ـ بٌن أن الأسرة  JI  أساس فً الفضاء المتجهً الحقٌقً ,  .  ,  , E.  

: نعتبر التطبٌق  ( 2
 

:

  a+ib ,

f C E

M a b b




 

 جزء مستقر من E     أ ـ بٌن أن   ,2 IRM  

 تشاكل تقابلً من f   ب ـ بٌن أن  ,  نحو  ,E. 

بٌن أن  ( 3   ,  , E حلقة واحدٌة  . 

iz:  المعادلة أ ـ حل فً المجموعة  ( 4 223  واكتب حلولها على الشكل الجبري   . 

0243:  حلول  المعادلة E    ب ـ استنتج فً المجموعة   JIM 

),( مجموعة الدوال العددٌة Eلتكن      baf  بحٌث x

ba ebaxxfIRx 2

),( )()(:  

1)a بٌن أن),,( Eًفضاء متجهً حقٌق .

   b نضع   ),( 1,00,1 ffB  بحٌث  
xxexf 2

0,1 )( و 
xexf 2

1,0 )(  .

. E أساس للفضاء المتجهً B       بٌن أن 

),(),(),(: بقانون تركٌب داخلً معرف كما ٌلEًنزود المجموعة  (2 adbcbdacdcba fTff  لكل ),( baf و),( dcf من E 

نعتبر التطبٌق 
* *: E بحٌث ),()( bafz  مع ibaz  مع   2, IRba  

    a بٌن أنتشاكل تقابلً من 
*( , ) نحو ),( * TE 

   b استنتج بنٌة ),( * TE .

   c بٌن أن),,( TE ًجسم تبادل   .

   d ًحل فE 2 المعادلة),(),(),( .... fTfTTff bababa  

 

 

 

         
 3 M  3 هً مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة.   

 n مرة
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نذكر أن              3 , , M حلقة واحدٌة وحدتها  

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 

  
 
 

 وأن   3 , , M ًفضاء متجهً حقٌق. 

 مجموعة المصفوفات E                 لتكن  , ,

a b c

M a b c b a c b

c b a

 
 

  
 
 

  أعداد حقٌقٌة c وb وa  حٌث 

               ونعتبر  المصفوفتٌن          

0 1 0

1 0 1

0 1 0

J

 
 

  
 
 

     و       

0 0 1

0 1 0

1 0 0

K

 
 

  
 
 

 

بٌن أن  (1              , ,E  ًفضاء متجهً حقٌق   

بٌن أن  (2              , ,I J K ًأساس للفضاء المتجهً الحقٌق   , ,E   

2J  تحقق أن    –أ  (3              I K    2   وأنK I   وأن  JK KJ J  

 جزء مستقر من E استنتج أن –                 ب   3 ,M 

بٌن أن   –                 ج  , ,E   حلقة تبادلٌة  وواحدٌة  

هل   (4             , ,E        أ  (3ٌمكنك استعمال   ) جسم ؟–)  

نضع    (5            
1

2
X J 

  بٌن أن   –                 أ  2 1

2
X I K    3   ثم أنX X               

          2  من n استنتج  أن  لكل –                 ب  1nX X     

: نعتبر المجموعة     3, , / , ,

  
  

       
  
  



a b c

a b c b a c b a b c

c b a

.  

بٌن أن - أ- (1 , ,.  ًفضاء متجهً حقٌق . 

: نضع -       ب 1,0,0I و  0,1,0J و  0,0,1K.  

  بٌن أن الأسرة , ,  I J Kًأساس للفضاء المتجه  و حدد  dim .  

أحسب- أ- (2
2Jو 

2Kو J Kو K J.  

 جزء مستقر فً بٌن أن-       ب  3 , .  

بٌن أن (- 3 , ,  حلقة واحدٌة ، هل هً تبادلٌة ؟ هل هً حلقة كاملة ؟  

نعتبر المصفوفة (- 4 1,0, 3  .  

أحسب-   أ   
2و حدد علاقة بٌن 

2و و  ( حٌث هً المصفوفة الوحدة ).  

 تقبل مقلوبابٌن أن المصفوفة -      ب
1 ٌنبغً تحدٌده . 

     نذكر بؤن     3 ; ;IR  حلقة واحدٌه . 
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    نعتبر المصفوفتٌن  

1 0

0 1 0

0 1

0

0

I

 
 

  
 
 

  و  

0 1 1

1 0 1

1 1 0

A

 
 

  
 
 

 

2:   تحقق من أن- أ (1°   2A A I  

 تقبل مقلوبا فAًاستنتج أن -         ب 3 IR 1 ثم حددA  

 مجموعة المصفوفات Eلتكن  (2°   ;M a bحٌث    : ;M a b aI bA    و     2;a b IR 

 جزء مستقر فً  Eبٌن أن   - أ  3 ; ;IR   

 بٌن أن  - ب ; ;E  حلقة تبادلٌة و واحدٌه . 

 : كالتالً و +  قانونً التركٌب الداخلٌٌن 2IRنعرّف فً  (3°  

                
         

     

2 2; ; ; ; ; ;

; ; 2 ;

a b IR c d IR a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc bd

       

    
 

:   احسب-       أ   1;1 2; 1  

:  نعتبر التطبٌق-      ب
   

2

:
, ,

E
h

M a b a b

 





          

 تشاكل تقابلً من h        بٌن أن  ;E  نحو   3 ;M IR   و من  ;E   نحو  2;IR  

 ثم استنتج بنٌة 2IRفً +  توزٌعً بالنسبة للقانون بٌن أن القانون -      ج 2; ;IR   

هل -       د 2; ;IR   جسم ؟ علل جوابك  

 

نذكر أن              2 , ,M   فضاء متجهً حقٌقً  و   2 , ,M  وحدتها    حلقة واحدٌة 

         
1 0

0 1
I

 
  
 

   .
2O ًهً المصفوفة المنعدمة ف  2M  

         نعتبر فً  2M المصفوفة التالٌة  :
1 1

3 2
A

 
  

 
E ولتكن   :المجموعة التالٌة 

   2/ ,E x I y A x y   

2A: تحقق أن- أ (1       A I  .  

 فً 1A تقبل مقلوبا Aبٌن أن -             ب 2M و حدده  . 

أثبت أن  (2       ,A I ًأسرة حرة ف   2 , ,M  . 

بٌن أن  (3       , ,E   فضاء متجهً حقٌقً من  2M و حدد بعده . 

 : بماٌلEً نحو  المعرف من fنعتبر التطبٌق  (4      

   2,x y f x jy xI yA    (   
1 3

2 2
j i  )  

 تشاكل تقابلً من fبٌن أن -  أ             , نحو  ,E . 

بٌن أن -            ب , ,E  ًجسم تبادل. 

:  المعادلةEحل فً -           ج 2

22 2X A I X A O   .  

 

لكل   ,a b 2   من     نعتبر المصفوفة   ( , )
a b

M a b
b a b

 
  

  
2     من  ( )M    
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:                 نعتبر  المجموعة  2( , ) /( , )E M a b a b     

     جزء  مستقر  منEبٌن أن  -1
2( ( ), )M  . 

)بٌن أن  -   2 , , )E  حلقة تبادلٌة واحدٌة . 

2                                           : لدٌنا   من  y وxبٌن أن  لكل  -أ -3 2 0 0x xy y x y        

)حدد العناصر   -   ب , )M a b من   E مقلوبا   فً الحلقة       التً تقبل  ( , , )E   . 

)استنتج أن    -    ج , , )E  ًجسم تبادل   . 

)بٌن أن     -  -4 , , )E   2   فضاء متجهً حقٌقً بعده. 

 

نذكر أن 2( ), ,M IR   حلقة واحدٌة وحدتها 
2

1 0

0 1
I

 
  
 

 و  2( ), ,M IR   ًفضاء متجهً حقٌق  . 

  نعتبر المصفوفة     

5 3

4 4

3 7

4 4

A

 
 
 
 
 
 

   

2:      بٌن أن   (1

23 2A A I   حٌث   :
0 0

0 0

 
   

 
 

:       المجموعة Eلتكن   (2   22 /( , )E xA yI x y IR   

 زمرة جزئٌة من Eبٌن أن (                 أ 2( ),M IR  

 جزء مستقر من Eبٌن أن (                ب 2( ),M IR  

 بٌن أن (                ج , ,E  حلقة واحدٌة  وتبادلٌة  

احسب  (                 د 2det A I 

هل     (3 , ,E   جسم ؟ علل جوابك  

بٌن أن ( أ              (4 , ,E  ًفضاء متجهً حقٌق  

بٌن أن (                ب 2 ,B I A ًأساس للفضاء المتجهً الحقٌق  , ,E   

1حدد زوج إحداثٌتً (                ج
A

بالنسبة للأساس B ثم استنتج أن  1
' ,B A A

 ًأساسا للفضاء المتجه , ,E   

  B' بالنسبة للأساس2Iحدد زوج إحداثٌتً  (5

                

تمارين حول الأعداد العقدية 

 

    :   نعتبر المعادلة       2  ,  , 
nn

nE z iz i n z     

 حلً المعادلة  2z و1z حدد الشكل المثلثً للعددٌن -أ(1   1 2Im 0   z E 

1: نضع -   ب 2  ,  p p

pp u z z   بٌن أن     :
3

2 2 cos
4

p

p

p
u


  

:    التً من أجلها ٌكونpاستنتج قٌم -    ج 
1

2
p

pu


 

. م.م.فً المستوى العقدي المنسوب إلى م( 2 , ,O u v
 

نعتبر النقطتٌن . 2
A


 و z

M حٌث z . 

 حلا للمعادلة z إذا كانبٌن أنه -   أ nE  فإن OM AM . 

استنتج أن كل حلول المعادلة -  ب nE 1 ,   تكتب على شكل i    

 المعادلة حل فً -  أ(3 nE . 
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 بٌن أن حلول-   ب nE تكتب على شكل   1 tan   0,1,..., 1
4 4

k

k
z i k n

  
      

 
 

:  مجموعة  الأعداد العقدٌة المعادلة التالٌة نعتبر فً      04)1(2²1
2

1
: 3  izizizE .

بٌن أن المعادلة ( أ (1  E 0 تقبل حلا تخٌلٌا صرفاzٌجب حدٌده . 

 المعادلة حل فً  (    ب E 

 فً المستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  (2 vuO


)2(,)31(,)31(:  نعتبر النقط التالٌة ,, iAiBiC    

   OBOA: بٌن أن (     أ

 منتصف القطعة Dحدد لحق النقطة  (    ب AC وحدد قٌاسا للزاوٌة  DOu


; 

(: لعددٌن استنتج القٌم المضبوطة ل (     ج
12

5
cos(,)

12

5
sin(



 

 وزاوٌته A الذي مركزه 1R بالدوران O صورة O'لتكن  (      د
2


 الذي مركزه       2Rبالدوران Bصورة B' و 

        A وزاوٌته 
2


','حدد لحقً .    OB 

 منتصف القطعة Iلتكن  (    ه OB أن   بٌن AI     ارتفاع فً المثلث''BAO 

   

iaعددا عقدٌاً حٌث a لٌكن   ؛نعتبر
2

3

2

1
ij  ,  وj  مرافقه 

:      المعرفة بما ٌلً P  نعتبر الحدودٌة   22 )()()(: iaziazzPCz  

: تحقق أن -   أ(1   jiazjiazzP )()()(  

)(0 : المعادلةحل فً - ب     zP 

aizA التً ألحاقها C و B و Aم نعتبر النقط ,م,فً المستوى العقدي المنسوب إلى م(    2  و jiazB )(  

jiazC  و           )(  ًنعتبر الدوران الذي مركزه . على التوالA وٌحول النقطة B إلى C . 

 . rحدد زاوٌة هذا الدوران -       أ

 . rإعط الكتابة العقدٌة للدوران -      ب

 1a أن  نفترض (3

ABCحدد الشكل المثلثً للأعداد العقدٌة -        أ zzz ,, .

متوازي الأضلاع ABDCبحٌث ٌكون الرباعً D لحق النقطة dحدد  -        ب

بٌن أن -        ج   BCAD طبٌعة الرباعً استنتجو ABDC 

) ,  نعتبر المعادلة التالٌة فً );2 ²(1 cos(2 )) 2 sin(2 ) 1 0E z z    .      0,حٌث 0,
2 2

 


   
     
   

 .

 /(E) حلً المعادلة 2z و 1zحدد  (1

أكتب على الشكل المثلثً العد دٌن  (2
1zو 

2z (  ناقش حسب قٌم.) 

نعتبر النقط  (3
1

( ), ( ), ( )
2sin 2sin 2sin

i ie e
A B I

 

  



. 

0,من  للأعد اد الحقٌقٌة حد د المجمو عة -      أ 0,
2 2

    
    
   

 متساوي الساقٌن  OABٌكو ن المثلث  بحٌث

 . Oو قائم الزاوٌة فً         
 . B  الى A و ٌحول  Iي مركزه ذأعط الثمثٌل العقدي للد وران ال- ب    

:  الحدودٌة نعتبر فً المجموعة   izizzzP 122145)( 23   

)(0 المعادلة حل فً المجموعة  ( 1  zP علما أن لها حلا حقٌقٌا   .
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المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  ( 2  vuO


;;  . 

izA:  النقط التً ألحاقها على التوالً I و B و Aلتكن      23 3 وBzو iz I 21   

: أ ـ احسب      
BI

AI

zz

zz
Z




 واستنتج طبٌعة المثلث IAB  . 

 .  2 ونسبته A بالتحاكً التً مركزه I صورة النقطة C لحق النقطة czب ـ     

 مرجح النظمة المتزنة D ج ـ لتكن النقطة          1;;1;;1; CBA  .  حدد لحق النقطةD . 

.   مربع ABCDد ـ بٌن أن الرباعً     

حدد  ( 3  مجموعة النقط M التً لحقها z بحٌث  :MCMAMCMBMA 
2

1
.   وأنشئها 

حدد  ( 4 C مجموعة النقط M التً لحقها z 54:  بحٌث MCMBMA وأنشئها  .

 

A) نعتبرفً  المجموعة 3:  المعادلة 2( 2) ( 1 3) 6 ( 2) 0z i z z i i            ( )E 

:   تقبل حلا تحلٌلٌا صرفا  تحدده و أن Eبٌن أن  المعادلة  (1     
2

0( ) ( )( 1 3) 0E z z z i     

. E المعادلة حل فً ( 2    

بٌن أن النقط ( 3    
0M و 

1M و 
2M صور الحلول 

0z و 
1z و 

2z للمعادلة ( )E ،

.         فً المستوى العقدي ، هً  رإوس مثلث قائم الزاوٌة  ، و تنتمً إلى دائرة مركزها أصل المعلم

 B)1-حل فً .أ 3 : المعادلة 1z  

 :نعتبر العدد العقدي.ب  
2 2

cos sin
3 3

j i
 

  

21: تحقق أن  (      ج 0j j   2 و أن cos sin
3 3

j i
 

   .

 و زاوٌته c ذات اللحق C الذي مركزه النقط Rنعتبر الدوران -   (2  
3


. z' التً لحقها M'   بالنقطة z لحقها M و الذي ٌربط كل نقطة 

'بٌن أن -      أ 2z j z jc   

:   إذا كان   متساوي الأضلاع   إذا و   فقطABCبٌن أن المثلث  .b و a نقطتٌن من المستوى العقدي لحقاهما على التوالً B و Aلتكن -        ب

2 0a bj cj   2 أو 0a bj cj   

) ،من المستوى العقدي، بحٌث تكون  النقط z التً لحقها Mحدد مجموعة النقط (3  )M z و ( 1)P z   2 و( )Q z  مستقٌمٌة .

),,(المستوى العقدي منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر  vuOوm عدد عقدي .

)(:)1(0 :    المعادلةنعتبر فً  (1     
22  imizimimzE 

)1(2 :تحقق أن ممٌز المعادلة هو - أ      imim  

 .E)( المعادلةحل فً- ب      

 E)( لٌس حلا للمعادلة mبٌن أن - ج      

imفً كل ماٌلً نفترض أن  (2 ونضع    : imz 1    وmiz 12 

)(     نعتبر فً المستوى العقدي النقطتٌن  1zAو)( 2zB 

OAبٌن أن -  أ      وOB  وأن OAOB  

)()( بحٌث ٌكونmM)(حدد مجموعة النقط - ب      OBOA  
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 . مستقٌمٌةBوAوO تكون النقطmM)(حدد مجموعة النقط - ج     

 حدد القٌاس الرئٌسً للزاوٌة الموجهة- د      
 ,OA OB
 

3 فً الحالة  


i

em  

 

 المستوى العقدي منسوب الى معلم متعامد ممنظم , ,
 

O u v . 

  المعرف من gنعتبر التطبٌق  \ i    :  بحٌث   الى -
iz

iz
zg


)( 

  :  المعادلة   المجموعةحل   فً (1
z

i
zg )( .

          :بٌن أن - أ (2  )Im()(
2

zziIRzgiICz  

. صرف  تخٌلً g(z)  بحٌث  M(z)استنتج مجموعة النقط -    ب

بٌن أن المجموعة   - أ (3 2)(:)(  izgzMC هً دائرة ٌنبغً تحدٌد مركزها و شعاعها  .

بٌن أن المجموعة  -   ب 









3

)(arg:)(


izgzMD   هً نصف مستقٌم محروم من النقطة A(i) . 

 . D    وCحدد تقاطع المجموعتٌن  -   ج

iezنضع  (4  حٌث  :    ,0  . حدد بدلالة   معٌار و عمدة العدد العقدي g(z) .  

 

المستوى العقدي منسوب لمعلم متعامد ممنظم و مباشر , ,
 

O u v . 

:نضع 

2

3




i

j e و نعتبر النقط Aو Bو C ً8 التً ألحاقها على التوالa 6 وb jو 
28c j .

لتكن
'A صورة Bبالدوران  

1rالذي مركزه  Cو زاوٌته  
3


 و

'Bصورة  Cبالدوران  
2rالذي مركزه   Aو زاوٌته  

3


  

و 
'Cصورة  Aبالدوران  

3rالذي مركزه  B و زاوٌته 
3


 . 

 و A، B، Cأنشىء النقط (- 1
'A، 

'Bو 
'C فً المعلم  , ,

 
O u v . 

: نضع (- 2
'aو 

'bو 
'cألحاق  

'A، 
'Bو 

'C ًعلى التوال  .

 بٌن أن-       أ
'a عددا حقٌقٌا  .

: بٌن أن -      ب
' 3





i

b eو إستنتج أن   'O BB . 

:  بٌن أن -     ج
' 7 7 3 c i . 

  المستقٌماتبٌن أن-      د 'AAو  'BBو  'CCتتلاقى فً النقطة O . 

 أحسب المسافة -أ- (3 OA OB OC . 

: بٌن أن -       ب
3 1j و 

21 0  j j . 

 فً المستوى العقديz لحقها M نعتبر نقطة-     ج  . 

: إستنتج أن        2 2 22        a z b z j c z j a bj cj . 
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  أثبت أن المسافة-      د MA MB MC دنوٌة عندما ٌكون M O.  

 

  . ( , , )o u v
 

\المستوى العقدي منسوب إلى معلم  متعامد  ممنظم   

: الحدودٌة نعتبر فً المجموعة    izizzzP 122145)( 23   

)(0 المعادلة حل فً المجموعة  ( 1  zP علما أن لها حلا حقٌقٌا   .

المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  ( 2 vuO


;;  . 

izA:  النقط التً ألحاقها على التوالً I و B و Aلتكن  23 3 وBzو iz I 21   

: أ ـ احسب 
BI

AI

zz

zz
Z




 واستنتج طبٌعة المثلث IAB  . 

 .  2 ونسبته A بالتحاكً التً مركزه I صورة النقطة C لحق النقطة czب ـ 

 مرجح النظمة المتزنة D ج ـ لتكن النقطة       1;;1;;1; CBA  .   حدد لحق النقطةD  . 

.   مربع ABCDد ــ بٌن أن الرباعً 

حدد  ( 3  مجموعة النقط M التً لحقها z بحٌث  :MCMAMCMBMA 
2

1
.   وأنشئها 

حدد  ( 4 C مجموعة النقط M التً لحقها z 54:  بحٌث MCMBMA وأنشئها  .

 

.  عددا عقدٌا غٌر منعدمa   لٌكن 

:   المعادلة التالٌة نعتبر فً المجموعة      3 2 2: 3 2 1 0aE z a z i a     

تحقق من أن العدد - أ (1°   
0 2z i حل للمعادلة   aE 

حدد الحلٌن الآخرٌن -        ب
1z و 

2z   بحٌث  
1 2 2z z a  

نعتبر فٌما ٌلً النقط   (2°    0 0M z ؛  1 1M z و  2 2M z 

1a : فً هذه الفقرة أننفترض            ولٌكنI منتصف القطعة  1 2M M 

بٌن أن المسافة -            أ
1 2M M والنقطة I غٌر مرتبطان بالعدد a  

استنتج أن -           ب
1M و 

2M تنتمٌان إلى دائرة ثابتة  Cعندما ٌتغٌر  a ًف 
*  

 و 1M  ؛A التً تكون من أجلها النقط aحدد  قٌم . a النقطة التً لحقها Aلتكن -     ج      
2Mمستقٌمٌة . 

:   بٌن أن- أ (3°   
1 0 0 2M M M M a IR   

 علماً أن aحدد قٌمة العدد -        ب
2M  هً صورة 

1M بالدوران R هذي مركزال 
0Mته و زاوي 

2


 

 

I - ًنعتبر فالمعادلة  :     2 2: 2 1 1 0aE z a i z a i     حٌث aعدد عقدي غٌر منعدم  .

أحسب  (1      
2

3a ia . 

 حلً المعادلة 2z و 1zحدد  (2      aE .

 . a بدلالة معٌار و عمدة 2z و 1zحدد معٌارو عمدة كل من (3     

 II  - فً المستوى العقدي P المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر , ,O u v
 

 ، 

  . ia و a اللتٌٌن لحقٌهما على التوالً B و A نعتبر  النقطتٌن            

.  قائم الزاوٌة و متساوي الساقٌنOABبٌن أن المثلث   (1     

 التطبٌق الذي ٌربط  كل نقطة Fلٌكن  (2      M z بالنقطة  ' 'M zبحٌث : 
 

 ' 1z i z ia   

Mنفترض أن -            أ A    .بٌن أن' 2AM AMوحدد قٌاسا للزاوٌة الموجهة 
 ',AM AM

 
 
 


         .
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لتكن -    ب        C الدائرة التً مركزها A 2 و شعاعها  .

                بٌن أن صورة C بالتطبٌق F هً دائرة  'Cمحددا مركزها و شعاعها  .

 و زاوٌته A الذي مركزه rنعتبر الدوران -         ج
4


 و التطبٌق h r F  . 

.  و استنتج طبٌعته و عناصره الممٌزةh             حدد الصٌغة العقدٌة للتطبٌق 

 

2:              المعادلة   نعتبر فً المجموعة (9 3) 26 6 3 0z z i i     :         E   

1)2   :احسب  -أ-1 3 3)i 

  المعادلة  حل فً  -    ب E   

) و مباشرالمستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد و ممنطم  -2 , , )o i j


 

5  : التً لحقها Aنعتبر النقطة  3a i  )    مثلث متساوي الأضلاع  وOAB بحٌث  B  و النقطة   , )OA OB
 

   2
3


   

4     : هوBبٌن أن لحق النقطة  - أ 2 3b i     

   منتصف القطعة .  I استنتج لحق النقطة-ب OB  . 

حدد  -ج
kz لحق  النقطة    K     بحٌث  ٌكون   ABIK متوازي أضلاع .  

kبٌن أن   -أ-3

k

z a

z


 ؟ OAKا تستنتج بالنسبة للمثلث   ذما .عدد تخٌلً صرف   

   .  متوازي أضلاع OAIKبٌن أن   -ب

     التً لحقهاCلتكن النقطة   -ج
2

3

a
c  .    مستقٌمٌةK وC  وB بٌن أن   النقط      

 

       :التالٌة (e) المعادلة  مجموعة الأعداد العقدٌة فًنعتبر (1 22z 3 3 i z 3 i 3 0     :(e) 

ونسمً 
1z و 

2z حَلــًَّ المعادلة (e)  حٌث
1 2z z .

لاحظ أن ) . (e) المعادلة حل فً  (   أ 
2

3 i 2 2i 3    )

اكتب (ب
1z و 

2z على شكلهما المثلثً ثم تحقق أن 
1z للوحدة12 هو جذر من الرتبة  .

,Oالمستوى العقدي المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر   (2 u, v( )
 

. 

 نعتبر النقط 
3 i

A
2 2

 
  
 

 و B iو 
3 i

C
2 2

 
  
 

 و D 3 ًونسم ،r الدوران الذي مركزه A وزاوٌته 
3


 

. r للدوران العقدٌةاكتب الصٌغة  (  أ

. r بالدوران B صورة Eأوجد لحق النقطة  (ب

. r بالدوران D هً صورة Cتؤكد أن النقطة  ( ج

هً مرجح النظمة المتزنة E بٌن أن النقطة  (3      A,2 , B,2 , C, 3 .

 . عددا عقدٌا غٌر منعدم aلٌكن 

( 1)  أنشر العدد 
2

1 a i a    

 المعادلة نعتبر فً المجموعة    2 2: 1 0E z a i a z a a i        

 المعادلة حل فً  (2) E 
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بٌن أن المعادلة   (3) E ًتقبل حلا وحٌدا فإذا وفقط إذا كان  : 
3

4
1

2

i

a e


 

 1 نفترض أنa   و   a i  و 
3

4
1

2

i

a e


 

المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  1 2, ,o e e
 

 ، 

a و ai و a:  التً ألحاقها على التوالً هDً و C وB وA نعتبر النقط  i و  i 

  مستقٌمٌة إذا وفقط إذا كان C وB وAبٌن أن النقط  (1 )   
3

arg
4

a


 

ia: نفترض أن  (2 ) e  حٌث   ,    و  
3

4


  و 

2


    

1aأكتب العدد  (أ)           ًعلى الشكل المثلث 

Cنضع  (ب)         D C A

B D B A

z z z z
u

z z z z

 
 

 
 على الشكل المثلثً  u استنتج العدد 

 متداورة إذا وفقط إذا D و C وB وAأستنتج أن النقط  (ج)         
2

arg
6 3

a
  

  
 

 

نفترض أن    (3)
2

3
i

a e


 

 Rحدد قٌاس  زاوٌة الدوران.   B  بالنقطةC وٌربط النقطةD الدوران الذي مركزه Rلٌكن   (أ)       

 Rأكتب الصٌغة العقدٌة  للدوران  (ب)      

Aحدد لحق  (ج)        صورة النقطة A بالدوران R 

         

          

 الحسابيات

فً المجموعة  11:    ، نعتبر المعادلة x 24 y 1  (E) 

  تقبل حلولا فً (E)بٌن أن المعادلة ( أ (1 . 

 .(E)لمعادلة باستعمال خوارزمٌة إقلٌدس، أوجد حلا خاصا ل (  ب

 .(E)المعادلة  مجموعة حلول استنتج (  ج

أثبت أن .  عددا صحٌحا طبٌعٌاsلٌكن ( أ (2
s10 1 9 مضاعف للعدد. 

لٌكن الزوج  (  ب m,nلمعادلة  حلا ل(E) . بٌن أن   11m 24n10 1 10 10 1 9   . 

بٌن أن ( أ (3
1110 1 ٌقسم 

11k10 1 ًمهما ٌكن العدد الطبٌع k. 

 بحٌث N و M وجود عددٌن صحٌحٌن استنتج (  ب   11 2410 1 M 10 1 N 9   . 

بٌن أن كل قاسم مشترك للعددٌن ( أ (4
2410 1 و 

1110 1 9 هو قاسم للعدد. 

حدد القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  (  ب
2410 1 و 

1110 1. 

a ،  عددٌن نسبٌٌن وغٌر منعدمٌن b وaلٌكن  b هو القاسم المشترك الأكبر للعددٌن aو b 

1aبٌن أنه إذا كان  (1) b  فإن    1a b a b     

نعتبر فً  (2)
2 المعادلة التالٌة :  2 2: 31 0E x y xy x    

     ولٌكن  ,x y حلا للمعادلة  E نضع ، d x y  

بٌن أنه ٌوجد زوج   (أ)          ,a b من
2 1 وa b  بحٌث   :   31a da bd a b   

 d ٌقسم a: استنتج أن  (ب)       

:  غٌر منعدم بحٌث cبٌن أنه ٌوجد عدد طبٌعً ( أ  )(3) 2 2 31c a b ab   

1cاستنتج  (ب)        
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استنتج حلول المعادلة  (4) E 

: نعتبر المعادلة  2
( , ) 2 9 17E x y x y   

)لٌكن (1 , )x y  حلا للمعادلة  E 

:     بٌن أن
 

 

4 9

1 2

x

y

 


 

 

استنتج حلول المعادلة  (2 E 

dنضع  (3 x y حٌث ( , )x y حل للمعادلة  E 

9):  بٌن أن ( أ 4) (2 1) ( 8) 17k k k      

1d:  بٌن أن ( ب  17 أوd  

: استنتج حلول النظمة (         ج
2 9 17

17

x y

x y

 


 
 

5p:  عددا أولٌا بحٌثp   لٌكن   

IN  نعتبر فً المجموعة  IN المعادلة التالٌة         :  1: 2011pE px y   

   أول2011ًتحقق من أن العدد  (1°  

نفترض أن  (2°    ;x y حل للمعادلة  E 

  y لا ٌقسم العدد pبٌن أن العدد  - أ

 p  ثم حدد قٌم 2010 ٌقسم العدد pاستنتج أن  - ب

حدد الزوج -       ج ;x y 67 فً الحالةp    ( 66:   نؤخذ 2011 1,12)  

حل المعادلة  (3°    E 5 فً الحالةp  

:  المعادلة2نعتبر فً  (1                : 23 48 1F x y . 

بٌن أن المعادلة -         أ            F ً2 تقبل على الأقل حلا ف. 

باستعمال خوارزمٌة أقلٌدس ، حدد حلا خاصا للمعادلة  -        ب           F. 

بٌن أن مجموعة حلول المعادلة -         ج          Fًه  :   25 48 , 12 23 /k k k    . 

 . عددٌٌن صحٌحٌن طبٌعٌٌن b و aلٌكن  (2             

: تحقق أن-         أ             
2

23 1 48. 

بٌن أنه إذا كان -          ب        23 91a b و أن  48 1 91a  فإن  23 91b a. 

:  النظمة التالٌةنعتبر فً  (3              
 

 

8 23
:

9 48

n
S

n

 




. 

:           بٌن أن         537 1104n   n حل للنظمة  S 

حدد باستعمال مبرهنة فٌرما باقً قسمة العدد  (4              
  .91 على 483

289نعتبر المعادلة     455 13x y    E      2,x y Z 

بٌن أن -أ -1 ,x y حل  للمعادلة  Eٌستلزم أن  x  13 مضاعف ل. 

    :       المعادلة Zحل فً     .kZ    و   x=13kنضع    -ب     289 1 35k و  kZ            

       ثم استنتج حلا خاصا للمعادلة   E. 
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حل  المعادلة -    ج E ً2  ف
Z. 

dنضع   -2 x y   حٌث     ,x y حل للمعادلة    E 

 d  .حدد القٌم  الممكنة للعدد -       أ

حدد الحلول -    ب ,x yللمعادلة  : E   بحٌث  x  و   yأولٌان فٌما بٌنها    . 

      

 عدد أولً  163بٌن أن ( 1

حل فً ( 2 
2 116213:  المعادلة  yx 

    : مة ظنعتبر الن( 3 
 
 

13
:

162

x a
S

x b

 



   عددان منbو a         حٌث 

abxتحقق أن العدد -  ا 3243250  للنظمة    حل)(S 

 : بٌن أن-       ب 2106)( 0xxS  

 3bو 2a    فً الحالة S)(النظمة  حل فً -       ت

 :   نفترض أنو   عددا منxلٌكن ( 4  163325 x 

       : ثم أن 1163xبٌن أن    - أ   163313x 

استنتج أن - ب    163325 x   163313x 

        : بحٌثIN منx  حدد العدد( 5    163325 x 162  وx 

 \1 36A n n    A بحٌث        المجموعةر نعتب             

    18 37 1x y  :       المعادلة   حل فً -  أ -  1 

     18 1 37  :      بحٌث  A  من  بٌن أنه ٌوجد عنصر وحٌد -     ب  

    .........
2( , ) 0 37 0 37a b ab a       أو    0 37b  :  بٌن أن -  2 

       2 1 37p  :     بحٌث  A p من  حدد مجموعة الأعداد - 3 

    .........( )( ) 1 37p A q p q      :   بٌن أن - أ - 4 

    .........( )( ! ) 1 37p A q A p q      :  استنتج أن  –  ب   

      36! 1 37  :   بٌن أن  -  5      

:  المعادلة التالٌة 2Zنعبر فً المجموعة   13013    yxE  

تحقق أن الزوج  ( 1 10;23  حل للمعادلة  E.   

حدد مجموعة حلول المعادلة  ( 2 E ً2 فZ.   

 بحٌث 20 أصغر من IN من المجموعة 0xاستنتج أنه ٌوجد عدد وحٌد  ( 3 30 113 0 x .  

بٌن أنه إذا كان  .   IN من nلٌكن  ( 4 3313 pn  و  33130 n فإن  337 np  

: نعتبر النظمة  
 

 

13 19
:

6 12

 




n
S

n
.  

بٌن أنه ٌوجد زوج وحٌد- أ- (1 ,u vًف 
2 19:  بحٌث 12 1 u v ( تحدٌد ,u v غٌر مطلوب).  

تحقق أنه من أجل هذا الزوج-       ب ,u v13 العدد 19 6 12   N u vحل للنظمة  S.  

لٌكن(- 2
0nحلا للنظمة  S.  
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  تحقق أن : 
 

 
 

0

0

0

 19
12 19

 12

 
   



n n
S n n

n n
.  

حدد زوجا- أ- (3 ,u v 19:  حل للمعادلة 12 1 u vو أحسب العدد N المرتبط به . 

حدد مجموعة حلول النظمة-      ب S ( 2باستعمال -). ) 

4 -)nهو باقً القسمة الأقلٌدٌة ل6 عدد صحٌح طبٌعً بحٌث nهو باقً القسمة الأقلٌدٌة ل13 و 12 على n19 على.  

 ما هو باقً القسمة الأقلٌدٌة لn228 على 12 19 ؟  

 

نعتبر فً المجموعة 
2 المعادلتٌن         : (E)      2x +5y =1000  و           (F)    2x2 + 5y2 = 1000  

  .(E)حدد مجموعة حلول المعادلة    (1

  .IN2 فً (F) حلا للمعادلة  (xo,yo)لٌكن   (2

       :بٌن أن -    أ 50ox  و    20oy.   

  .IN2 فً (x1,y1)   تقبل حلا   5x2 + 2y2 = 100    (F1)         :استنتج أن المعادلة   -  ب

     :بٌن أن -  ج 201 x    و    501 y 

   .IN2  تقبل حلا  فً  2x2 + 5y2 = 10     (F2)     :استنتج أن المعادلة  -   د

   .IN2 تقبل حلا فً     5x2 + 2y2 =1 استنتج أن المعادلة    -  ه

   ؟(F)ما هً مجموعة حلول المعادلة   (3

   .2  عددا صحٌحا طبٌعٌا أولٌا ٌخالف pلٌكن 

        :  بحٌث *IN من nأثبت وجود عدد  (1 pn 14  

      : بحٌث     *IN  لأصغر عدد من qنرمز ب  (2 pq 14  ولٌكن    r  باقً القسمة الاقلٌدٌة للعدد n على  q.   

    :بٌن أن -      أ pr 14  

  .n ٌقسم  q  ثم أن r = 0استنتج أن -     ب

 ٌحقق   qحدد أصغر عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  (3 2914 q 

5p عددا صحٌحا أولٌا حٌث pنعتبر  . 

برهن أن  (أ (1  3| 2 1 1p p  

استنتج أن  (ب  6 | 2 1 1p p  

1 : حٌث xلٌكن  (2 1x p    

  :برهن أن (أ 1x p  أو    2 1 1x p x   

1x: نفترض أن(ب  1 وx p  .  بٌن أنه ٌوجدy من حٌث: x   y p و  1xy p 

 :استنتج أن (ج   1 ! 1p p    

:  برهن بالترجع أن  (أ (3 
  * 2 2 2

1 2 1
1 2 ...

6

n n n
n n

 
      

:  نضع (ب
 

1

22 2 2
1

1 1 1 1
...

1 2 1

p

k

S
kp





    


. 

 :        تحقق من أن   
2

1 !p S   ثم أثبت أن   
2

| 1 !p p S   

 

:  المعادلة التالٌة 2Zنعبر فً المجموعة   13013    yxE  
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تحقق أن الزوج  ( 1 10;23  حل للمعادلة  E.   

حدد مجموعة حلول المعادلة  ( 2 E ً2 فZ.   

 بحٌث 20 أصغر من IN من المجموعة 0xاستنتج أنه ٌوجد عدد وحٌد  ( 3 30 113 0 x .  

بٌن أنه إذا كان  . IN من nلٌكن  ( 4 3313 pn  و  33130 n فإن  337 np  

 

109     :نعتبر المعادلة   (1 226 1x y  :(E) بحٌث    x و  yعددٌن صحٌحٌن نسبٌٌن . 

 ؟(E)ماذا تستنتج بالنسبة للمعادلة . 226 و 109 القاسم المشترك الأكبر للعددٌن pgcd(109,226)حدد  (أ

141) هً مجموعة الأزواج (E)بٌن أن مجموعة حلول المعادلة  (ب 226 ; 68 109 )k k  بحٌث kًعدد صحٌح نسب . 

:   بحٌث e وعدد صحٌح طبٌعً وحٌد وغٌر منعدم 226 أصغر من أو ٌساوي dاستنتج أنه ٌوجد عدد صحٌح طبٌعً وحٌد غٌر منعدم  (ج

109 1 226d e  مع تحدٌد قٌمتً كل من ، e و d. 

 . عدد أول227ًبٌن أن  (2

نضع (3 A / 226a a    : المعرفٌن بما ٌلً  A نحوA من g  و fونعتبر التطبٌقٌن ،  

 هو باقً القسمة الأقلٌدٌة لـ A  ،f (a) منaلكل 
109

a 227 على. 

 هو باقً القسمة الأقلٌدٌة لـ A   ،g (a) من aلكل
141

a 227 على. 

  .g( f (0)) = 0:  تحقق من أن  (أ 

، لدٌنا A من aبٌن أنه لكل عنصر غٌر منعدم  (ب 226 1 227a . 

 . g( f (a)) = a: ، لدٌنا A من a، استنتج أنه لكل عنصر غٌر منعدم (ب (1باستعمال السإال  (ج

3p  عددا أولٌا بحٌت   p                    لٌكن  .   

    :     نضع  1;2;3;4;5;.........; 1pA p   ولٌكن      a   عنصرا من pA 

 ـ ا ـ تحقق من ان   1
2pa 

   :   حل للمعادلة  1ax p  ًف  

 باقً القسمة الأقلٌدٌة  لـ r     ب ـ لٌكن  
2pa 

  هو الحل الوحٌد للمعادلة   r   بٌن ان  .p  على  1ax p  ًف  pA 

  المعادلتٌن  29A ـ حل فً المجموعة  2 2 1 29x    و  3 1 29x  

  : ـ برهن على ان 3 0y p او  0x p   0xy p  لكل  x و y  من   

   :  المعادلة  ـ حل فً  4 26 5 1 0 29x x   

 

لٌكن 
*INn 1102;1102;1104  نضع  n

n

n

n

n

n
abc 

nnبٌن أن ( أ (1 ac  3  ٌقبلان القسمة على ;

بٌن أن  (   ب
3

bًعدد أول   

nnn:  بٌن أن (   ج acbINn 2

* ;  

 6aاستنتج تفكٌكا إلى جد اء عوامل أولٌة  لعدد  (    د

*;2: بٌن أن    (2  nnn ccbINn1:  ثم استنتج أن*  nn cbINn 

نعتبر فً  (3
2 133:  المعادلة التالٌة  ycxb : E 

بٌن أن المعادلة  (   أ E ًتقبل على الأقل حلا ف 
2. 

حل فً  (  ب
2 المعادلة  E 

 

 نعتبر العددٌن  9nعدداً طبٌعٌا بحٌث nلٌكن 
)(

1680
n

a      و  
)(

252
n

b                                                                                        

anbnبٌن أن  (1 /2;/2  

نضع   (2
)(

21
n

 و  
)(

14
n

 و   d 
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 d/7بٌن أن  - أ

/73/7و /7:بٌن  - ب n 

)12(1بٌن أن  (3  nn 

  n حسب قٌم baحدد (4

      

 حساب الاحتمالات

 

 و E و D و C و B و Aأشخاص      على ستة4 و 3 و 2 و 1     نوزع بطرٌقة عشوائٌة  أربع  كرات  غٌر قابلة للتمٌٌز باللمس و مرقمة 

F .  

   ( كرات 4أو   3 أو2 أو 1 أو 0كل شخص ٌمكنه أن ٌحصل على  )             

  ما هو عدد إمكانٌات توزٌع الكرات على الأشخاص الستة ؟ (1      

  على كرة واحدة على الأقل ؟Aأحسب احتمال أن ٌحصل الشخص   (2      

  معاC و B على كرة واحدة بالضبط و أن ٌحصل الشخصٌن Aما هو احتمال أن ٌحصل  (3      

 .         على   كرة واحدة بالضبط 

 . 3  عددا صحٌحا طبٌعٌا فردٌا أكبر أو ٌساوي n    لٌكن   

k  (1 الصندوق رقم . n إلى 1  صندوقا مرقما  من n  لدٌنا   k n)  ٌحتوي على k                              كرة بٌضاء  

n  و   k كرة سوداء  . 

  .  نختار عشوائٌا صندوقا من بٌن الصنادٌق ثم نسحب منه كرة واحدة 

  .احسب احتمال الحصول على كرة بٌضاء -1   

 .احسب احتمال أن ٌتم السحب من صندوق رقمه فردي- 2   

   .احسب احتمال الحصول على كرة بٌضاء ، علما أن السحب تم من صندوق رقمه فردي- 3   

     

 .كرة بٌضاء و ثلاث كرات حمراء  غٌر قابلة للتمٌٌز باللمس :      ٌحتوي صندوق على أربع كرات

 .ثم نعٌدها إلى الصندوق,نسجل لونها ,      نسحب عشوائٌا كرة من الصندوق 

نجري نفس التجربة لمرات متتابعة إلى أن نحصل لأول مرة على كرتٌن متتابعتٌن من نفس اللون      

. المتغٌر العشوائً الذي ٌساوي رتبة السحبة التً توقفت فٌها التجربةXلٌكن    .و نوقف التجربة      

:  حدث من الحدثٌن التالٌٌن  احسب احتمال كل (1 X 2 و  X 3 

.  عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدمkلٌكن   (2

بٌن أن احتمال الحدث (أ             X 2k هو 

k 1

2k

5 3
p

8 16



 
  

 
 

بٌن أن احتمال الحدث (  ب       X 2k 1  هو 

k

2k 1

3
p

16


 
  
 

 

 

          n 4عدد صحٌح طبٌعً أكبر أو ٌساوي.  
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       لدٌنا ثلاث صنادٌق 
1Uو

2Uو 
3U.  

          الصندوق 
1Uٌحتوي على كرة حمراء واحدة و n 1كرة سوداء . 

ا         الصندوق 
2U ٌحتوي على كرتٌن حمراوٌن  و n 2كرة سوداء. 

ا         الصندوق 
3Uٌحتوي على ثلاث كرات حمراء  و n 3كرة سوداء . 

 نختار عشوائٌا صندوقا من بٌن الصنادٌق الثلاثة ثم نسحب تآنٌا:      نعتبر التجربة العشوائٌة التالٌة

 .        كرتٌن من  الصندوق الذي وقع علٌه الاختٌار

 .المتغٌر العشوائً الحقٌقً الذي ٌساوي عدد الكرات الحمراء المسحوبةX    لٌكن  

 Xحدد  قٌم المتغٌر العشوائً -1         

بٌن أن  احتمال الحدث   (أ- 2          X 2  ٌساوي   
 
8

3n n 1
 

بٌن أن  احتمال الحدث  (           ب X 1 ٌساوي   
 
 

4 3n 7

3n n 1




 

 Xاستنتج قانون احتمال المتغٌر العشوائً  (           ج

علما أننا حصلنا على  كرتٌن حمراوٌن، ما هو احتمال أن ٌكون السحب قد تم من الصندوق  -3       
3U ؟  

 

                                                                   

 

 التحليل

 

  :الأول الجزء

:   المعرفة بx للمتغٌر الحقٌقfًنعتبر الدالة  
 

1

2 1x
f x

xe



 

1xx  ,  بٌن أن . أ- 1 x e   ثم إستنتج، D  حٌز تعرٌف الدالة f.   

  .D عند محدي fأحسب نهاٌتً .     ب

أحسب . أ-  2 'f x ثم إعط جدول تغٌرات  f.  

أثبت أن المعادلة .     ب f x x تقبل حلا وحٌدا   فً المجال  0,1. 

بٌن أن .     ج 20, 4 5 3 4x xx e x e x     واستنتج أن،  : 
2

0, '
3

x f x   

م .م. فً المستوى المنسوب إلى مf،منحنى Cأنشئ .     د , ,O i j
 

. 

                              

نعتبر المتتالٌة العددٌة  n n
u


:   المعرفة بماٌلً

 
0

1

0

  ,  n n

u

u f u n




   
   

:   بٌن أن - 1       ,0 1nn u    

أثبت أن   - 2      , nn u    

بٌن أن - 3     n n
u


 . لٌست رتٌبة 

1:  باستعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة بٌن أن- 4    

2
,

3
n nn u u      و استنتج     lim n

n
u


.   

 الجزء الثاني
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:    الدالة العددٌة المعرفة بماٌلFًلتكن    
2x

x
F x f t dt  

و بٌن أن  .  معرفة على Fتحقق أن . أ- 1 
1

 , 0
2

tt f t e    

:  استنتج أن .    ب   
1

0,  , 0
2

xx F x xe      و أحسب   lim
x

F x


.  

:  بٌن أن. أ- 2   
1

, 1  , 
2

x F x x     و أحسب   lim
x

F x


.   

:  بٌن أن.    ب 
 

, 1  ,0  
2 1

t
t

t

te
t te

te


      


 

:  استنتج أن.    ج 
1

lim
2x

F x x


 
 

 
 .  و أول هندسٌا النتٌجة 

 و أحسب  قابلة للإ شتقاق على Fبٌن أن .    د 'F x.  

 

 :   بما ٌلً على المجموعة  المعرفة للمتغٌر الحقٌقً      نعتبر الدالة العددٌة      

 .  فً معلم متعامد ممنظم المنحنى الممثل للدالة  عدد صحٌح طبٌعً وحٌث                 

 :الجزء الأول

 .  إلى   عند ٌإول  احسب نهاٌة  )أ (1           

  :   و استنتج أنلكل عدد صحٌح طبٌعً    :   بٌن أن)ب              

 .)   فردي زوجً و ٌنبغً دراسة حالتً (. ثم أعط جدول تغٌراتها على تغٌرات الدالة   درس)2            

   .  و   ادرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن )  أ)3           

 . تمر من نقطتٌن ثابتتٌن ٌنبغً تحدٌدهما  بٌن أن المنحنٌات )                 ب

  . بٌن أن محور الأفاصٌل مماس لجمٌع المنحنٌات )              ج

  )   ٌمكن كتابة ( . بجوار       ادرس الفرع اللانهائً للمنحنى)4         5

 .  و  و  أنشئ فً نفس المعلم المنحنٌات  )5          5

 : الجزء الثاني    

  :   نعتبر التكامل المعرف بما ٌلً من          لكل         

  .  احسب )1  

 .  ادرس رتابة المتتالٌة العددٌة )2          

 .  متقاربةثم استنتج أن المتتالٌة    ادرس إشارة       (3             

  . واستنتج  : لكل   بٌن أن   باستعمال الدالة )4  

  . من لكل  :  باستعمال مكاملة بالأجزاء بٌن العلاقة)  أ)5           

  .:      استنتج طرٌقة ثانٌة لتحدٌد)             ب

  .   و :  احسب النهاٌتٌن)             ج

 الجزء الثالث
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 :   والمستقٌم ذو المعادلة  و حدد مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنٌٌن6)          

 

  المعرفة على   g نعتبر الدالة العددٌة  ,0 ًبما ٌل :           xxxxg ln.213)( 22  

lim)(أحسب  (1
0

xg
x 

lim)(   و    xg
x 

 

   .gأدرس تغٌرات الدالة  (2

 فً  المجال  a  تقبل حلا وحٌدا g(x) = 0بٌن أن المعادلة   -  أ (3 ,0 

     .a  <  5  >  4       :تحقق أن -    ب

 على المجال  g(x)حدد اشارة   (4 ,0.  

 

II)  نعتبر الدالةf  المعرفة على   ,0 ًكما ٌل  :              
21

)ln(1
)(

x

x
xf




 

lim)(أحسب  (1
0

xf
x 

lim)(  و   xf
x 

 

:      بٌن أن -  أ (2  
22 )1(

)(
)(';,0

xx

xg
xfx


 

   . fاستنتج تغٌرات الدالة -     ب

       :بٌن أن  (3
22

1
)(

a
af   واعط تؤطٌرا للعدد  f(a).   

 .   فً معلم متعامد ممنظم    fأنشئ المنحنى الممثل للدالة  (4

 

III)    نعتبر الدالةF  المعرفة على   ,0 ًكما ٌل  :        x dttfxF
1

1
)()( 

 قابلة للاشتقاق على  المجال  Fبٌن أن الدالة - أ (1 ,0.  

         :بٌن أن -    ب
21

ln1
)('

x

x
xF




 

  .Fاستنتج  تغٌرات الدالة -   ج

            :باستعمال تغٌٌر مناسب للمتغٌر بٌن أن  (2   xArc
x

FxFx tan2
2

1
)(;,0 











 

IV)  3نعتبر المتتالٌة العددٌة)( nnu ًالمعرفة كما ٌل :         dt
t

t
dttfu

n

e

n

e
n   




21

ln1
)( 

)(بٌن أن المتتالٌة  (1 nu تزاٌدٌة  . 

      :بٌن أن  (2 
22

0;3
a

en
un n


         (     حٌثa هو العدد المعرف  فً السإال  I)3)أ)  - 

        :أحسب  (3
2

lim
n

un

n  

 

)ln  : بما ٌلً ]+ , 0[  الدالة المعرفة fnلتكن  )n
xf x x n n

x
   ، *n . 

(Cn) المنحنى الممثل للدالة fnفً معلم متعامد ممنظم  (O, , )i j
 

 (.  2cmالوحدة (،  

(A 1) احسب fn'(x) وبٌن أن إشارة ،  fn'(x)  2 هً إشارة( ) lnng x x n n x  . 

  αn تقبل حلا وحٌدا gn(x) = 0 ، واستنتج أن المعادلة 0 فً و+ وحدد نهاٌتها عند gnادرس تغٌرات ( أ  (2

  .                      ]+ , 0[       فً المجال 

  .fn، واستنتج تغٌرات ]+ , 0[ على gn(x)حدد إشارة  (ب

 .]+ , 0[  عند محدات fnادرس نهاٌات  (3
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 .(Δn) و (Cn)وحدد الوضع النسبً لِـ (Cn)  مقارب مائل لـ y = x – n ذا المعادلة (Δn)بٌن أن المستقٌم  (4

(Bنعتبر الدالة h  0[ المعرفة على , +[ ًبما ٌل : ln( ) 1 xh x
x

     . 

1 بحٌث β تقبل حلا وحٌدا h(x) = 0 ، واستنتج أن المعادلة 0 فً و+ وحدد نهاٌتها عند  hادرس تغٌرات( أ  (1 1
e
  . 

*:  بٌن أن  (ب , ( )nn f   . 

 .(Cn)و (Cn+1) استنتج الوضع النسبً لـ  (ج

 .) f (α2) ≤ – 1,10 ≥ 1,24 – و α2 < 1,3 > 1,2 و α1 = 1نؤخذ  (.(C2) و (C1)أنشئ فً نفس العلم  (2

)بٌن أن   ( أ   (3      ) 0 xh x x e  . 

xeبٌن أن المعادلة  ( ب x  تقبل حلا وحٌدا هو β . 

:      المعرفة بما ٌلً n≥1(vn)نعتبر المتتالٌة  (4 1
*

1

1
,nv

n

v
v e n




 

. 

*:  بٌن أن   (أ  1, 1nn v
e

   . 

:  بٌن أن  (ب
1

*
1, e

n nn v e v


    . 

 . متقاربة محددا نهاٌتهاn≥1(vn)استنتج أن  (        ج

 

   I) نعتبر الدالة العددٌة    f ًالمعرفة بما ٌل     : ,
x

x

e
x f x

x e

  


 

و              fC منحناها فً معلم متعامد ممنظم   , ,o i j
 

 

  على fادرس تغٌرات     (1        

حدد الفروع اللانهائٌة للمنحنى      (2        
 fC

  

ارسم المنحنى   (3         fC ًالمعلم ف  
 , ,o i j
 

 

 II)     لٌكن  n من *  

  بٌن أن المنحنى)1       fC  ٌقطع المستقٌم    : 1y n x    فً نقطة وحٌدة أفصولهاn1:   حٌثn   

 بٌن أن )2       nتناقصٌة . 

lim: احسب  (3       n  

  III) نعتبر الدالة  F المعرفة على  ًبما ٌل    :   
2x

x
F x f t dt   

:  بٌن أن    (1       
1 1

0,1 , 1 1
1 2

t t t
t

     


 

 :استنتج أن   (2       
1

0 , 1 1
2t t

t t
t f t

e e
       

:  حٌث  معرفة على استنتج أنه توجد دالة (   أ    (3           
1

0 ,
2

x x x F x x x       

حدد , باستعمال مكاملة بالأجزاء    (            ب x بدلالة x    

استنتج    (ج             lim
x

x


 

   بجوار Fحدد الفرع اللانهائً لمنحنى      (4     

: بٌن أن   (5      0 ,x F x x   وأعط تؤوٌلا هندسٌا  للنتٌجة 

 احسب  (6       /F x  ,  0x   ثم أعط جدول تغٌرات F  
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 .فً معلم متعامد ممنظم Fارسم منحنى   (7      

 

:   الجزء الأول 

 :     ما ٌلًالمعرفة بـg           نعتبر الدالة 
1

g(x) ln x 2(1 )
x

     

على المجال gعط جدول تغٌرات الدالة أ- 1         0,+∞                                                      

g(x)بٌن أن المعادلة -  2         = 0  فً المجال αتقبل حلا وحٌدا    4,5         

0,6   نؤخذ      (           ln2 0,7   1,6   و ln5 1,7    ( 

 على المجال g(x) ثم ادرس إشارة g(1)احسب - 3         0,                                                  

        4 -n عدد من IN 

بٌن أن المعادلة              -  

2n

n 1g(x) 2e


   تقبل حلا وحٌداnu فً المجال  α,                    

nبٌن أن المتتالٌة-  أ-  5         n 0
( )u 

      متتالٌة تناقصٌة  قطعا                                                   

 متتالٌة متقاربة  ثم أن   Dبٌن أن -               ب
2

nlim eu                                             

 :  الجزء الثانً 

 المعرفة على f           نعتبر الدالة    0, 1   :     ما ٌلًب    2

x 1
f (x) ; x 0, 1

(lnx)

f (0) 0


   


 

 

.    لمنحناها فً معلم متعامد ممنظم (C)  و نرمز بـ        
:  أحسب - 1       

x 1

limf(x)


   و  
x 1

limf(x)


   و 
x
lim f(x)


                                                   

                                                                        0 متصلة على الٌمٌن فً fبٌن أن -  أ- 2       

بٌن أن -            ب 
x 0

f (x)
lim

x
                                                       و اعط تؤوٌلا هندسٌا  

fبٌن أن إشارة -  أ- 3        '(x) على    0, 1  هً إشارة g(x)lnx                                 

                                                                                 fاعط جدول تغٌرات الدالة –            ب 

(C)ارسم المنحنى - 4        α نؤخذ ( f  و ;4.5 (α)                                       )تحدٌد نقط الانعطاف غٌر مطلوب ( ) ;1.5

 :  الجزء الثالث 

 المعرفة على المجال F        نعتبر الدالة  0,ما ٌلً بـ   : 

                            F(0) ln2   و    
2x

x

e

e

f(t)
dt

t
( x 0,+ ) : F(x) = ∀ ∈ ∞ 

:     بٌن أن - أ- 1       
2x

x

e

e

dt

t lnt
( x 0, ) : ln2                                                       

:  تحقق أن -           ب 
x 2x

x 2x e 1 e
( x 0, )( t e ,e :

t lnt lnt t lnt
                             

: استنتج أن -           ج
2x

x

e

ex 0

dt

lnt
lim ln2


                                                                          

: باستعمال مكاملة بالأجزاء بٌن أن -  أ- 2       
2x

x

x 2x
e

e

dt

lnt

e 1 e 1
( x 0, ) : F(x)

x 2x

 
       

                                                                   0 متصلة على الٌمٌن فً Fاستنتج أن -        ب

 قابلة للاشتقاق على المجال Fبٌن أن - 3       0, و أن   :

                             

2
x

x

1 e 1
( x 0, ) : F'(x)

2

 
    
 
 
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: بٌن أن  -  أ- 4         x x
( x 0, ) : x 1 e xe 1                                                   

: استنتج أن -             ب  2x1 1
( x 0, ) : F'(x) e

2 2
                                                

  :باستعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة بٌن أن -             ج  2x1 F(x) F(0) 1
( x 0, ) : e

2 x 2


                                                     

  و أن 0 قابلة للاشتقاق  على الٌمٌن فً Fاستنتج أن -           د
'
d

1
(0)F

2
                              

:   بٌن أن - أ- 5       
2x

x

e

2e

dt

(lnt)t

1
( x 0, ) :

2x
                                                      

:  استنتج  أن -           ب 
x

e 1
( x 0, ) : F(x)

2x


                                                    

:    بٌن أن -           ج
x

F(x)
lim

x

     

  . ممنظم فً معلم متعامد Fارسم منحنى الدالة  - 6     

 المستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم

:              المعرفة بf  نعتبر الدالة العددٌة 
2

( ) ; 0
ln 1

(0) 0

x
f x x

x

f


 






 

I  1) بٌن أن مجموعة تعرٌف الدالةf ًه    0; ;e e  

  على الٌمٌن0متصلة فfًبٌن أن الدالة  (2      

حدد  (3      
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x


  و أعط تؤوٌلا هندسٌا لذالك

 قابلة للاشتقاق على fبٌن أن (4       0;eو على  ;e ثم بٌن أن  : 

                    
4

(ln 1)(ln 2)
'( )

(ln 1)

x x
f x

x

 



         0; ;x e e    

 fأنشئ جدول تغٌرات الدالة ( 5      

: بٌن أن (6            0 0,1f e f 

ادرس الوضع النسبً للمنحنى  (7       fC مع المستقٌم   الذي معادلته y x ثم أنشئ     fC 

II 

نعتبر المتتالٌة العددٌة n n IN
u


:  المعرفة بما ٌلً

 

0

1

1

( )n n

u
e

n IN u f u





   

 

: بٌن أن (1         0;1nn IN u   

بٌن أن المتتالٌة (2        n n IN
u


  تناقصٌة

استنتج أن المتتالٌة (3        n n IN
u


  متقاربة وحدد نهاٌتها

III 

 من x     لكل 1,eنضع      :
21

1
( )

(1 ln )

x

F x dt
t


  و  

1

1
( )

1 ln

x

I x dt
t


 

: بٌن أن  (1  1; ( ) ( )x e F x I x   
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:   باستعمال مكاملة بالأجزاء بٌن أن (2  
2

1 1
1; ( ) ( )

2(1 ln ) 2 2

x
x e I x F x

x
    


 

:   استنتج أن (3  
2

1
1; ( )

3(1 ln ) 3

x
x e F x

x
   


 

lim:  استنتج النهاٌة (4 ( )
x e

F x


 

:   ما ٌلً نعتبر الدالة العددٌة المعرفة على 

2
2

1
( ) ; 0

(0) ln(2)

x

t

x

f x e dt x
t

f




 





  

 .زوجٌة fبٌن أن الدالة -1

 قابلة للإشتقاق على المجال fبٌن أن(أ-2 0, و أن :

2

2
4

3( ) (1 )
x

xe
f x e

x



    

على المجال fاستنتج منحى تغٌرات الدالة (  ب 0,. 

):  بٌن أن (أ-3 ) 1xx e x    

:  استنتج أن (  ب 
21 1 1

0 tt t e
t t t

     

:   بٌن أن (  ج  23
0 ln 2 ( ) ln 2

2
x x f x     

  . 0  متصلة و قابلة للإشتقاق فfًبٌن أن (  د

:  بٌن أن   (أ-4 
2

1 0 ( )
x xe e

x f x
x

 
    

 .عند fاستنتج نهاٌة الدالة (  ب

 .Rعلى fأعط جدول تغٌرات الدالة (أ-5

 .فً معلم متعامد ممنظم fارسم المنحنى الممثل للدالة (  ب

 

  . 2 ٌرمز لعدد صحٌح طبٌعً أكبر أو ٌساوي n            فً كل التمرٌن 

:  بما ٌلً  الدالة العددٌة  المعرفة على nf            نعتبر   nx
n

x
f x e

n
 .  

            لٌكن  nC التمثٌل المبٌانً للدالة nf فً معلم متعامد ممنظم  ; ,O i j
 

.  

أ ـ أحسب   (1        lim n
x

f x


 و  lim n
x

f x


.  

          ب ـ أدرس الفرعٌن اللانهائٌٌن للمنحنى  nC.  

أحسب  (2        'nf x لكل x من  ثم ضع جدول تغٌرات الدالة nf .  

أ ـ بٌن أن المعادلة  (3         0nf x  تقبل حلا وحٌدا n.  
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          ب ـ بٌن أن 
1

0nf n

 
 

 
.  

:          ج ـ بٌن أن   1xx e x    .  استنتج أن : 1 0nf .  

:          د ـ بٌن أن 
1

1nn
 .  

أنشئ المنحنى  (4      2C . (  2نؤخذ 0,6 )  

:  ، لدٌنا 2 أكبر أو ٌساوي nأ ـ بٌن أنه لكل عدد صحٌح طبٌعً  (5      
 

 

1

1
1

1
1

n
n

n

n n
en

f e
nn




 



 
     

  

 :         ب ـ استنتج أن    *
11 0n nn f    .   

       ج ـ بٌن أن المتتالٌة   
2n n




 . تناقصٌة ثم استنتج أنها متقاربة 

: ، بٌن أن - د (3أ ـ باستعمال السإال  (6       2

* 1 1
1 nn

n e
nn


    . 

:        ب ـ استنتج أن       * 2lnln
1 n

nn
n

nn
    .  

lim       ج ـ حدد  n
n




.  

 I / نعتبر الدالة العددٌةg المعرفة  على R ً1:  بما ٌل 1  
x

g(x) (x )e 

R : 0g(x) من xبٌن أن لكل - 1       

 g(x)=0 هو الحل الوحٌد للمعادلة x=0بٌن أن -  2    

 II / لتكنf الدالة العددٌة المعرفة على R ًبما ٌل  :x

x
f (x) ; x 0

e 1

f (0) 1


 


 

 

,O)  فً معلم متعامد ممنظم f المنحنى الممثل للدالة  (C)ولٌكن       i; j)
 

 

احسب النهاٌتٌن - 1    
x
lim f (x)


  و  
x
lim f (x) x


.  

  .0  متصلة فً fبٌن أن الدالة  - 2    

fاحسب  (أ- 3     '(x) من اجل كل عنصر x من 
*

R.  

  .fاستنتج تغٌرات الدالة  (ب        

نعتبر التكامل - 4    
x t

0
J(x) te dt  حٌث   xًعدد حقٌق     . 

:  باستعمال مكاملة بالأجزاء ،  بٌن أن )        أ
x xJ(x) e (e 1 x)    
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:    R  من x  بٌن أن لكل  )       ب

x x x x
2 2x x2 2J(x)
2 2

e e

 
 

     

  من x بٌن أن لكل   (       ج
*

R     :
2 2

x x x x

1 e 1 x 1

22 2x

x
ee

 

 
        

  و أن  0 قابلة للإشتقاق فً f استنتج أن الدالة )       د
' 1

f (0)
2

   

 من xبٌن أن لكل   (أ – 5 
*

R  :   
x

'' x
x 3

e
f (x) e (x 2) 2 x

(e 1)
   


.   

ادرس إشارة    (     ب
xe (x 2) 2 x   لكل   x من R.  

 من x استنتج أن لكل  )   ج  


R  :
''f (x) 0> 

  .(C)  أنشئ )      د

III  / نعتبر المتتالٌة العددٌة
n n

(u )
N

:  المعرفة بما ٌلً 
0

u 1 و لكل  n من N :
n 1 n

u f (u )

   

    .f(x)=x:    هو الحل الوحٌد  للمعادلة x=ln2بٌن أن  - 1     

 من xبٌن أن لكل  (أ-2     


R   : 
' 1

f (x)
2

. 

 : N من nبٌن أن لكل   (  ب      
n 1 n

1
u ln 2 u ln 2

2
    

 استنتج أن المتتالٌة )       ج
n n

(u )
N

 . متقاربة وحدد نهاٌتها 

IV  / لتكنF  الدالة العددٌة المعرفة على R ًبما ٌل    :

2

t

x t
F(x) dt ; x 0

e 1x

F(0) 0


 

 
 

  

  من xبٌن  أن لكل  (أ-  1     
*

R :  

2 2

2x x

2x x
F(x)

e 1 e 1
 

 
   

  .0 متصلة فً Fبٌن أن الدالة   (          ب

F'(0):   وأن 0 قابلة للاشتقاق فً Fبٌن أن الدالة   (         ج 1 

 قابلة للاشتقاق على Fبٌن أن الدالة  (أ -2    
*

R وأن لكل x من 
*

R :  

x

x

3 e
F'(x) f (x)

e 1





. 

  .Fادرس تغٌرات الدالة (       ب

 

 I/ 1  - لتكنg الدالة العددٌة المعرفة على Rًبما ٌل  :
x

g(x) 1 x e


   

   .Rعلى   gادرس تغٌرات الدالة  ( أ     
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احسب  (ب      
x
lim g(x)


 و 
x
lim g(x)


  .g  وضع جدول تغٌرات 

استنتج أن  (     ج
0

x 0 هو الحل الوحٌد للمعادلة g(x)=0.  

:  بما ٌلً R* الدالة العددٌة المعرفة على fلتكن -  2   
1

f (x) x
1 x e

 
 

 

      (C) المنحنى الممثل للدالة f فً معلم متعامد ممنظم (O,i, j)
 

 

احسب  (     أ
x
lim f (x)


 و
x
lim f (x)


 و
x 0
x

lim f (x)

 

 و
x 0
x

lim f (x)

 

  

fاحسب  (     ب '(x) لكل x من *R.  

  .fضع جدول تغٌرات الدالة  (      ج

  .(C)أنشئ  (      د

f: بٌن أن المعادلة   . N* منnلٌكن  (أ- 3    (x) n تقبل حلا وحٌدا  
n

x فً المجال  0;. 

بٌن أن المتتالٌة  (      ب
n n 1

(x )


 . تناقصٌة وأنها متقاربة 

: أثبت أن  (      ج
n

n

lim x 0


 

 II /1 -بٌن أن المعادلة  )أ f (x) 1 تكافئ المعادلة  
x

e x


 

  بٌن أن المعادلة  )          ب
x

e x


 تقبل حلا وحٌدا هو 
1

x  وأن  :
1

1
e
   

نعتبر المتتالٌة - 2     
n n 1

(y )


 : المعرفة بما ٌلً 
1

y 1  و   
1

n
n

* y
n ; y e




  N 

N : n* منnبٌن أن لكل  (        أ

1
y 1

e
  

nn: بٌن أن  (        ب 1

1
* en ; y e y




      N 

استنتج أن  (         ج
n n 1

(y )


 . متقاربة محددا نهاٌتها

 III / لتكنFالدالة العددٌة المعرفة  على R ًبما ٌل  :
1

F(0) n 2
2

  و 
2x

x 0 ; F(x) f (t) dtx        

: بٌن أن  (أ- 1    
1 1

t 0 ; f (t)
t1 t

   


 

استنتج  (        ب
x

lim F(x)


  

: بٌن أن  (أ-2    

2
tt

( t 0) 1 t e 1 t
2


       

 من المجال tبٌن أن لكل  (      ب 0;4 : 
1 1 1 1

f (t)
2t 2 t 4 t

  


 
 
 

 

  .0 متصلة على الٌمٌن فً Fاستنتج أن  (      ج

 قابلة للاشتقاق على Fبٌن أن  (أ-3     
*
 واحسب  F (x) من أجل x 0  
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   . على Fادرس تغٌرات  (ب        

 

I – لتكن f ًالدالة العددٌة للمتغٌر الحقٌقx المعرفة على  ًبما ٌل  :
2xf (x) 2x e  

و لٌكن  C المنحنى الممثل للدالةf  فً معلم متعامد ممنظم O,i, j
 

.  

احسب النهاٌة   (أ (1 
x
lim f (x) 2x


 ثم أول هندسٌا النتٌجة المحصل علٌها  . 

fاحسب(ب (x) لكل x  من  ثم ضع جدول تغٌرات الدالة  f 

f بٌن أن المعادلة  (ج (x) 0 تقبل حلا وحٌدا  ًف  0 و أن 1  

fادرس إشارة  (د (x) على المجال 0,1 

أنشئ المنحنى (2 C. ( 0,4:نؤخذ )  

II – نعتبر الدالتٌن  العددٌتٌن و g
 

 :بما ٌلً  المعرفتٌن  على  xللمتغٌر الحقٌقً 

                   

2x
t

0

1
(x) e dt ; x 0

x

(0) 1


  

  

  و      
2x

2 t

0
g(x) x e dt   

:    بٌن أن (أ (1    
2 2x

t c

0

1
x c 0,x : e dt e

x

  

     

:    استنتج  أن  (ب
21

t

0
e dt 1  

:      بٌن  أن (أ (2
0

g( ) f (t)dt


   

:  و أن  قابلة للاشتقاق على gبٌن أن الدالة (           ب x ; g (x) f (x)
    

g(x)بٌن أن المعادلة   (               ج 0 تقبل حلا وحٌدا    فً المجال ,1 

 . متصلة على الٌمٌن فً الصفربٌن أن الدالة (أ (3

:   باستعمال مكاملة بالأجزاء بٌن أن (          ب 
2 2x

x 2 t

0

2
x ; (x) e t e dt

x

  

      

 قابلة للاشتقاق على بٌن أن الدالة  (              ج


 و أن : 
2x

2 t

2 0

2
x ; (x) t e dt

x

 


       

:  بٌن أن  (د    0,1 0,1  

:    لدٌنا  من xبٌن أنه لكل عدد حقٌقً  (أ (4
2

3
x

2 t

0

x
t e dt

3

  

:   بٌن أن  (ب  
2

x 0,1 ; (x)
3

    

:     بٌن أن  (ج x ; (x) x g(x) 0


      
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نعتبر المتتالٌة العددٌة (5 n n 0
u


:   المعرفة بما ٌلً 

0

2
u

3
  و   n 1 nn ; u (u )   

:    بٌن أن (            أ  nn ; 0 u 1     

:  بٌن أن    (ب    
n

n

2
n ; u

3

 
     

 
 

استنتج أن المتتالٌة  (  ج n n 0
u


 . متقاربة و حدد نهاٌتها

          

 

I      I - نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على المجال 
1

I ,
2

 
   
   

:     بما ٌلً

ln(1 2x)
f (x) ; x 0

x

f (0) 2


 


  

          لٌكن  C المنحنى الممثل للدالة  f فً معلم متعامد ممنظم  O;i, j
 

 

 .متصلة فً الصفر  fبٌن أن الدالة  (1           

  المعرفة على x للمتغٌر الحقٌقً ah نعتبر الدالة العددٌة I من المجالaلكل عدد حقٌقً غٌر منعدم ( 2           

:     بما ٌلIً              المجال    2 2
ah (x) ln(1 2a) 2a x ln(1 2x) 2x a      

ahاحسب(            أ (a)و h (0)a ًثم استنتج أنه ٌوجد عدد حقٌق b و0 محصور بٌن a بحٌث   : 

                           
2

ln(1 2a) 2a 2

a 1 2b

  



 

f:  قابلة للاشتقاق فً الصفر و أن  fاستنتج أن الدالة (          ب (0) 2   .  

قابلة للاشتقاق على المجال  fبٌن أن الدالة (أ (3            I \ 0  

:                 و أن   2

g(x)
x I \ 0 ; f (x)

x (1 2x)
  


g(x):     حٌث 2x (1 2x)ln(1 2x)    

:   بٌن أن (              ب  x I \ 0 ; g(x) 0   

  .Iعلى المجال  fاستنتج تغٌرات الدالة (               ج

احسب النهاٌتٌن    (أ (4            

1
x

2

1
x

2

lim f (x)





  و  
x
lim f (x)
  

  .ثم أول هندسٌا النتٌجتٌن المحصل علٌهما

 من المجال بٌن أنه ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد(             ب 1,2 بحٌث  :f ( ) 1  

أنشئ المنحنى (             ج C ( 1,3: نؤخذ )  

II          II- 1)  نضع : J 1,  و (x) ln(1 2x)      x I .  

:     و أن I قابلة للاشتقاق على المجال بٌن الدالة  (                  أ 
2

x 1 ; 0 (x)
3

     
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): تحقق أن  (               ب )   و أن      :(J) J   

نعتبر المتتالٌة العددٌة  (2              n n
u


:  المعرفة بما ٌلً

0u 1 و    n 1 nn 0 ; u ln(1 2u )     

: بٌن أن (                أ  nn 0 ; u J   

:  بٌن أن (               ب 
n

n

2
n 0 ; u

3

 
     

 
  

استنتج أن المتتالٌة(               ج n n
u


 .    متقاربة و حدد  نهاٌتها

III         III- نعتبر الدالة العددٌةF المعرفة على المجالIًبما ٌل   :
x

0
F(x) f (t)dt 

Fثم أحسب  I قابلة للاشتقاق على  المجال Fبٌن أن الدالة (أ (1                    (x) 

  .Iعلى المجال Fاستنتج منحى تغٌرات الدالة (  ب                  

:   بٌن أن ( أ (2                   
x

1

ln(1 2t)
x 1 ; F(x) dt

1 2t


  

 

:  استنتج أن  (  ب                  
 x
lim F(x)


   

على الٌمٌن فً   تقبل نهاٌة منتهٌة Fنفترض أن الدالة  (3                 
1

2
 

 المعرفة على المجال F الدالة ونعتبر                         
1

,
2

 
  
 

:             بما ٌلً





F(x) F(x) ; x I

1
F

2

  

  

  
 


 

:  باستعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة  بٌن أن  ( أ                أ    
1

x I ; F(x) f (x) x
2

 
     

 
 

غٌر قابلة  للاشتقاق على الٌمٌن فFًاستنتج أن الدالة  (ب                   
1

2
  

          

             n عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم. 

nf              نعتبر الدالة العددٌة 
 

 المعرفة على المجالxللمتغٌر الحقٌقً 0,ًبما ٌل  : 

                            nf 0 0  و     
n

nf x x 1 ln x  من أجل x 0    

               لٌكن  nC المنحنى الممثل للدالةnf
 

فً معلم متعامد  ممنظم  O;i, j
 

. 

 الجزء الأول       

nfبٌن أن الدالة  (أ- 1    
 

ٌمكنك وضع ) .0متصلة على الٌمٌن فً 
nx t) 

  0على الٌمٌن فً nfادرس قابلٌة اشتقاق الدالة (       ب

: حدد النهاٌات (       ج 1
x
lim f x


 و
 1

x

f x
lim

x
 و  2

x
lim f x


 و 
 2

x

f x
lim

x
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 1fادرس تغٌرات الدالة  (أ -2

 2fادرس تغٌرات الدالة  (        ب

ادرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن  (أ -3 1C
 

 و 2C  

أنشئ المنحنٌٌن  (        ب 1C
 

و  2C. ( نقبل أن A  نقطة انعطاف للمنحنى 1,1 2C) 

i:  نؤخذ )        j 2cm 
 

) 

  الجزء الثانيا     

 المعرفة على المجال x للمتغٌر الحقٌقFً     نعتبر الدالة العددٌة  ,0 ًبما ٌل   :
 

x

1
1

2

e

f t
F(x) dt

1 t



  

 قابلة للاشتقاق على المجال Fبٌن أن الدالة  (أ- 1      ,0
 

: و أن  
  2x

2x

x 1 e
x 0 F'(x)

1 e


  


  

على المجال   Fاستنتج منحى تغٌرات الدالة  (       ب ,0 

:  بٌن أن (أ- 2              
x x

1 1

1 12x

e e

1 1
x 0 f t dt F x f t dt

2 1 e
   


  

تحقق أن الدالة  (         ب
2 3 ln x

x x
4 2

 
  

 
 على المجال 1f هً دالة أصلٌة للدالة  0, 

: بٌن أن (          ج 
x

1

1
x

e

3
lim f t dt

4
 

:بٌن أن.  إلى x عندما ٌإول تقبل  نهاٌة منتهٌة  Fنفترض أن الدالة - 3     
   

3 3

8 4
  

  الجزء الثالث         

:   نضع  n       لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  
e

n n

1

u f x dx  

:بٌن أن  (أ-  1       nn 1 u 0    

حدد إشارة  (         ب   n 1 nf x f x  على المجال  1,e    

: بٌن أن (ج            n 1 nn 1 u u    

استنتج أن المتتالٌة  (          د n n 1
u


  متقاربة

:  بٌن أن (أ  -2       n 1 n

1 n 1
n 1 u u

2 2



      

استنتج  بالسنتمتر المربع  (        ب 2cmمساحة حٌز المستوى المحصور بٌن المنحنٌٌن  1C و 2C
  

 والمستقٌمٌن

x            الذٌن معادلتٌهما على التوالً  1  و x e 
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:  بٌن أن (أ- 3      n

1 1
n 2 u

n 1 n 1
   

 
  ((أ- 2و  (ج- 1و (أ-1:  ٌمكنك استعمال الأسئلة)  

nحدد   (       ب
n
lim u


n    و  
n
lim nu


    

   4 -a 1 عدد حقٌقً مخالف للعددu.  

      نعتبر المتتالٌة  n n 1
v


1v:    المعرفة بما ٌلً a  

    
 و   n 1 n

1 n 1
n 1 v v

2 2



      

  
  

n:   نضع  n     و لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  n nd v u   

:  بٌن أن (        أ  n 1n 1

n!
n 1 d d

2 
     

n:  بٌن أن (       ب
n
lim d


      

استنتج أن المتتالٌة  (       ج n n 1
v

 
 .   متباعدة 

 

I   I ـ نعتبر الدالة العددٌةg ًللمتغٌر الحقٌق x المعرفة على 
 ًبما ٌل  :   2 1 xg x e x   

 gأ ـ ادرس تغٌرات الدالة  (1   

 g           ب ـ ضع جدول تغٌرات الدالة 

أ ـ بٌن أن المعادلة  (2      0g x  تقبل حلا وحٌدا   فً المجال  ln 4,ln6  

lnنؤخذ   )                2 0,7 و ln3 1,1)  

            ب ـ ادرس إشارة  g x على 
  

نعتبر المتتالٌة العددٌة (3      nu ًالمعرفة بما ٌل  :
0 1u و   1 2 1 nu

nu e


   لكل n من   

1أ             أـ بٌن أن   nu لكل n من   

           ب ـ بٌن أن  1n n nu u g u   لكل n من   

          ج ـ بٌن أن المتتالٌة 
0n n

u تزاٌدٌة قطعا . 

          دـ بٌن أن المتتالٌة  
0n n

u متقاربة ثم احسب lim n
n

u


 

      II ـ نعتبر الدالة العددٌة  f ًللمتغٌر الحقٌق x المعرفة على 
*

 ًبما ٌل  :  2

1 xe
f x

x


 

 لٌكن                و C المنحنى الممثل للدالة f فً معلم متعامد ممنظم  , ,O i j
 

  

 احسب   (1 lim
x

f x


 و   
0
0

lim
x

x
f x




   و 
 

lim
x

f x

x
  

: أ ـ تحقق أن  (2 
 

1

2
f  

  
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         ب ـ بٌن أن  
 
3

'

xe g x
f x

x
 لكل x من *

 ضع جدول تغٌرات الدالة   ثمf 

أنشئ  (3   C (  1,5نؤخذ )  

IIII ـ نعتبر الدالة العددٌة F ًللمتغٌر الحقٌق x المعرفة على  0, ًبما ٌل  : 

             0 ln 2F   و     
2

2

1
0


   

x t

x

e
x F x dt

t
 

: بٌن أن, أ ـ باستعمال مكاملة بالأجزاء  (1   
22 1 1

0
2

 
     

xx x t

x

e e e
x F x dt

x x t
 

 من x        ب ـ بٌن أن لكل  0,  : 

2

2ln 2 ln 2

x t
x x

x

e
e dt e

t
   

        ج ـ احسب  
0

2

0
lim

x

x t

x
x

e
dt

t

   ثم استنتج أن الدالة   F متصلة على الٌمٌن فً الصفر . 

 من xأ ـ بٌن أن لكل  (2   0,   :  
1

2

xe
F x

x


  

       بـ   احسب    lim
x

F x


    

 قابلة  للاشتقاق على Fبٌن أن  (3   0, و أن  :   
2

1 1
0 '

2

 
     

 

xe
x F x

x
        

 من المجالxلٌكن - أ (4   0,. 

 من المجال c     بٌن أنه ٌوجد  0, xبحٌث :     21
   0

2

cF x F xe     

 (ٌمكنك استعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة مرتٌن)       

 من x    ب ـ أثبت أن لكل  0,   : 
   2 01 1

2 2

x F x F
e

x


    

 قابلة  للاشتقاق على الٌمٌن فً الصفر و أن Fاستنتج أن -     ج 
1

' 0
2

dF    

 


