
                                         Ammarimaths       )الرياضيات(متحان الوطني الموحدتصحيح  الا            ثانوية محمد الخامس التأهيلية
  المغازلي ذ ي                                             2013الدورة العادية                       اضية أ و ب  السنة الثانية علوم ري

  )البنيات الجبرية(التمرين الاول 
(1 ( ): لديناأ )( )2, ; 2 2x y x y x y y x y x∀ ∈ ∗ = + − = + − = ∗ℤ    

)إذن  )( )2, ;x y x y y x∀ ∈ ∗ = ∗ℤ  

  .تبادلي ∗ومنه القانون 
و لدينا 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3, , ; 2 2 2 2 2 2x y z x y z x y z x y z x y z x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ + − = + − + − = + + − − = + ∗ − = ∗ ∗ℤ  

)إذن  )( ) ( ) ( )3, , ;x y z x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ℤ  

  تجميعي ∗و منه  القانون
  :خلاصة   
  
  

)                         ℤمن eليكن ب) ) ; 2 2x x e x x e x e∀ ∈ ∗ = ⇔ + − = ⇔ =ℤ  فإن  تبادلي ∗بما أنو   
  ∗هو العنصر المحايد ل  2

   ℤمن  yو   xليكن ج)
2 2 2 4x y x y y x∗ = ⇔ + − = ⇔ = −  

4هو  ∗مماثل بالنسبة ل  ℤمنxإذن لكل  x−  
  

4هو  ∗مماثل بالنسبة ل  ℤمنxو لكل  2هو   محايدا و تجميعي ويقبل عنصر.تبادلي ∗القانون  x−  
  إذن 

( ),∗ℤزمرة تبادلية.  

(2 ( )لدينا    أ )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2, ; 2 2 2 2 2 2 6x y f x f y x y x y∀ ∈ Τ = + + − + − + +ℤ  
                      2 2 4 2 4 2 4 6xy x y x y= + + + − − − − +  

                                                                    2xy= +  
                                                                  ( )f xy=  

)إذن  )( ) ( ) ( ) ( )2, ;x y f x y f x f y∀ ∈ × = Τℤ  

)تشاكل من  fنستنتج أن  ),×ℤ  نحو( ),Τℤ  
2xهوℤفي  fسابق و حيد ب  ℤمن xوبما أن لكل   :و منه  ℤنحو  ℤتقابل منfإن ف −

  
  
  

  
)                                  لدينا  ب) )( ) ( ) ( )3, , ; 2x y z x y z x y z∀ ∈ ∗ Τ = + − Τℤ    

              ( ) ( )2 2 2 2 6x y z x y z= + − − + − − +  

    ( ) ( )2 2 6 2 2 6 2xz x z yz y z= − − + + − − + −  

                                        ( ) ( ) 2x z y z= Τ + Τ −  

                                              ( ) ( )x z y z= Τ ∗ Τ  
  و منه 

  
  

)لدينا   3) )( )2, ;x y x y y x∀ ∈ Τ = Τℤ إذن القانونΤ تبادلي.  

  ∗توزيعي على القانون  Τوننستنتج أن القان ب) 2)وحسب السؤال 

  و تجميعي.تبادلي ∗القانون 

f  تشاكل تقابلي من( ),×ℤ  نحو( ),Τℤ  

( )( ) ( ) ( ) ( )3, , ;x y z x y z x z y z∀ ∈ ∗ Τ = Τ ∗ Τℤ  
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)تشاكل تقابلي من  fبما أن  ),×ℤ  نحو( ),Τℤ  تجميعي في ×وℤ فإنΤ  تجميعي فيℤ  

)و بما أن  ),∗ℤ و زمرة تبادليةΤ   فإن  ∗توزيعي على القانون تجميعي و تبادلي و( ), ,∗ Τℤحلقة تبادلية   
  
  ℤفي  eيقبل عنصرا محايدا  Τلنبين أن القانون  

                                                             ( ) , 2 2 6x x e x xe x e x∀ ∈ Τ = ⇔ − − + =ℤ  

                                                  ( ) ( ); 3 2 3x x e e⇔ ∀ ∈ − = −ℤ  
                                                                                   3e⇔ =  

;إذن   3 3x x x x∀ ∈ Τ = Τ =ℤ هو العنصر المحايد للقانون  3ومنهΤ  
  نستنتج من كل ما سبق أن 

    
( ), ,∗ Τℤ  حلقة تبادلية و واحدية  

 

(4 ( 2لدينا                             أ 2 2 6 2x y xy x yΤ = ⇔ − − + =   
                                          2 2 4 0xy x y⇔ − − + =  

                                     ( ) ( )2 2 2 0x y y⇔ − − − =  

                                             ( )( )2 2 0x y⇔ − − =  
                                                    2y ⇔2xأو= =  

  إذن  
        2y ⇔2xأو= = 2x yΤ =    

     
2y      لدينا         ب) ⇔2xأو= = 2x yΤ )هو صفر الحلقة  2حيث  = ), ,∗ Τℤ  
  إذن 

          ( ), ,∗ Τℤ  حلقة كاملة  

 
)لدينا ج) ), ,∗ Τℤ حلقة تبادلية و واحدية  

}و لدينا         }( )/ 2 ; 3 2 2 6 3x x y xy x y∀ ∈ Τ = ⇔ − − + =ℤ  

                   ( )2 2 3y x x⇔ − = −  

                             2 3

2

x
y

x

−⇔ =
−

  

5xمن أجل  7نحصل على  =

3
y = ∉ℤ  

  Τبالنسبة ل  مقلوبا ليس له  5إذن 
  نستنتج أن 

  
( ), ,∗ Τℤ  جسم ليس  

  
  لثانيالتمرين ا

I  
):مميز المعادلة   1) ) ( ) ( )2 2: 2 3 3 1 3 0E z i az i a− + + + =   

)  لدينا   ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 2 23 3 8 1 3 9 6 3 3 8 1 3 2 2 3 1 3i a i a i i a i a i a∆ = + − + = + − − + = − − = − +      
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              إذن 

( )2
21 3i a∆ = − +             

  
aبما أن 2) ∗∈ℂ فإن ل( )E  حلين مختلفين هما  :  

  

( ) ( )
1

3 3 1 3 3

4 2

i a i a a ai
z

+ + − + += و  =
( ) ( )

2

3 3 1 3

4

i a i a
z a

+ − − +
= =   

)ومنه مجموعة حلول  )E  هي :  
  
  
  
 
 

II  

لدينا  1)
[ ] �( ) [ ]

3

1 1

, 2arg 2
33

i

a OA
ba OBe

b a
OA OB

b

π

ππ ππ

−

 = =  = ⇒ ⇒  −−   ≡≡    

���� ����
  

  إذن 
  

  متساوي الأضلاع OABالمثلث

 

(2 ( و زاويته Mدوران مركزه  rلدينا أ
3

π  1إذنr−  دوران مركزهM و زاويته
3

π−  

إذن                                  
( )

( )
( )

( )

3
1 1

1
1 3

1

i

i

B r B b z e b z

A r A
a z e a z

π

π−
−


= − = −

⇒ 
=  − = −

  

  

                          
( )

( )

1

1

1 3

2 2

1 3

2 2

i
a z a z

i
b z b z

  
= + − −   

  
⇒ 

  = + + −   
 

  

  
  

           
1

2

1

1 3 1 3
1

2 2 2 2

1 3 1 3
1

2 2 2 2

i i
a a z

i i
b z a

    
= − + − +       

    
⇒ 

   
= − − + +       

   

  

  
  

3
,

2

a ai
S a

 + =  
  
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1

1

1 3 1 3

2 2 2 2

1 3 1 3

2 2 2 2

i i
a a z

i i
b z a

    
= − + +       

    
⇒ 

    = − + − +       
   

  

  
  و منه 

1

1

1 3 1 3

2 2 2 2

1 3 1 3

2 2 2 2

i i
a a z

i i
b a z

   
= − + +      
   

   
= − + + −      
   

  

  
1لدينا  ب) 1a b z+ 1إذن   = 1OA OB OM+ =

���� ���� �����
  و منه  

   
1الرباعي 1OA MB متوازي أضلاع  

  

(3 ( لدينا  أ
( )1

3
1

2

3 3
11

1 3 1 3

2 2 2 2

1 3 1 3

2 2 2 2

i

i i

i i
a z a z

z a e z a

i i b z ae e zb z a z

π

π π

−
    

− = − + − +         − = −     
⇒ 

     − = −− = − + + − −        
   

  

  
        

    
( )

2

3
1

1 3

3 3 1
1

i

i

i i

b
z aa z e z a

z b a
e

z a z ab z e z ae

π

π

π π

−
  − ×− = −   −  ⇒ ⇒ = −   − − − = − − 
  

  

  

         

          ( )1

1

z bz b a

z a b z a

−−
⇒ = − ×

− −
  

  و أخيرا 
   

1

1

z b a z b

z a b z a

− −= − ×
− −

  

  
  

  .غير مستقيمية  Bو Aو Oو Mمتساوي الأضلاع إذن النقط OABالمثلثب)

0                                               ومنه النقط

0

b z b

a z a

− −⇔ ÷ ∈
− −

ℝ      M وO وA وB متداورة  
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                                                                  b z a

a z b

−⇔ × ∈
−

ℝ                   

                                                                   1

1

z b

z a

−⇔ − ∈
−

ℝ      

                                                   M  1وA 1وB مستقيمية  ⇔  
  نستنتج أن 

  
  مستقيمية 1Bو 1Aو  Mمتداورة يكافئBو Aو Oو Mالنقط

  
  )الحسابيات( التمرين الثالث 

 

(1 ( )و يحقق  1n<لدينا  أ ) [ ]:3 2 0n nR n−   nب ل أصغر قاسم أولي موجpو  ≡

إذن 
| 3 2

|

n nn

p n

 −



|و منه  3 2n np ]و بالتالي − ]3 2 0n n p− ≡  

5pلنبين أن  ≥  

لدينا 
2 | 2

2 2 | 3 2 | 3
2 | 3 2

n
n

n n
p

 = ⇒ ⇒ ⇒  − 
و

3 | 2
3 3 | 2 3 | 2

3 | 3 2

n
n

n n
p

 = ⇒ ⇒ ⇒  − 
  

2p)الإستلزام المضاض للعكس(فإن  2 لايقسم 3و  3لايقسم  2و بما أن  3pو  ≠ 5pنستنتج أن  ≠ ≥  
  ومنه

  
  
  
  

5pبما أن  ب)   3لايقسم  pو 2لايقسم pفإن  ≤
  إذن حسب مبرهنة فرما الصغرى 

  
[ ]12 1p p− ]و  ≡ ]13 1p p− ≡  

  
  

1pفإن جميع قواسم  nأصغر قاسم أولي موجب ل pبما أن ج)    1باستتناء  nلا تقسم −

)نستنتج أن  )1 1p n− ∧ =  

)إدن حسب مبرهنة بوزو يوجد  ),α β  2منℤ  بحيث( )1 1n pα β+ − =   
aαع و بوض bو  = β=   نحصل على المطلوب  −

  
( ) ( )2, ; 1 1a b an b p∃ ∈ − − =ℤ  

  
  

                لدينا  د)
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1 1 1 1
1

an b p
b p nq p nr nr b nq p

a q p r

− − =
⇒ + − = − + ⇒ = + − −

= − +
  

kبوضع  b nq= )نحصل على  − )1 1nr k p= + kمع  − ∈ℤ  
  

[ ]3 2 0n n p− 5pو  ≡ ≥  
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kبقي أن نبين أن  ∈ℕ  
1rيكفي أن نبين أن  ≥  

)لدينا ج)حسب السؤال  )1 1p a− ∧ 1و بما أن = 4p − 1pفإن  ≤ 1rومنه  aلايقسم  − ≥  

)و من  1nr<فأن  1n<وبما أن  )1 1nr k p− = k:نستنتج أن  − ∈ℕ  
  

  خلاصة 
  
  

)و يحقق الخاصية  1n<نفترض أنه يوجد 2) )R  

] ب)لدينا حسب السؤال  ]12 1p p− ]و  ≡ ]13 1p p− kدينا و ل ≡ ∈ℕ  إذن( ) [ ]12 1k p p− )و  ≡ ) [ ]13 1k p p− ≡  

)و بما أن  )1 1nr k p− = ]فإن  − ]12 1nr p− ]و ≡ ]13 1nr p− ]و منه ≡ ]3 3nr p≡  و[ ]2 2nr p≡  

]ن نستنتج أ ]3 2 1nr nr p− ≡ ( )1  

) 1)و حسب السؤال  ] أ ]3 2 0n n p− ≡  

]يعني أن  ]3 2n n p≡  أي أن[ ]3 2nr nr p≡  ما يعني أن[ ]3 2 0nr nr p− ≡ ( )2  

)من  )و1( ]نستنتج أن  2( ]1 0 p≡  أي أنp  ز هذا تناقظ  1يقسم  
   إذن الإفتراض الأول خاطئ 

  : خلاصة
  

)و يحقق الخاصية  1أكبر قطعا من  nلا يوجد عدد صحيح طبيعي  )R  
  

  المسألة
  

  الجزء الأول

(1 ( ) لدينا أ ) ( )
1 1 1

1 1 1
lim lim lim 1 1

lnln
1

x x x

x
h x h

xx x x
x

+ + +→ → →

−= = = =

−

لأن (  
1

ln
lim 1

1x

x

x→
=

−
(  

  نستنتج أن 
  

h 1ن متصلة على يمي  

)لدينا    ب) )
1 1

1 1
>1 ; <1 < 1 ln < 1

x x
t x dt dt x x

t t
∀ ≥ ⇒ ⇒ −∫ ∫  

  إذن 
( )>1 ;ln < 1x x x∀ −  

  

)لدينا  ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

'
2 2

ln 1 ln 1 ln 1
>1 ;

ln ln

x x x x x x
x h x

x x x x

− − + − −
∀ = =  

)و بما أن  )>1 ;ln < 1x x x∀ )فإن  − ) ( )'>1 ; <0x h x∀  
  إذن

h  تناقصية قطعا على] [1,+∞  

  

)يحقق  kيوجد عدد صحيح طبيعي )1 1nr k p= + −  
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(2 ( ) أ )
1

11
lim lim lim 0

ln lnx x x

x xh x
x x x→+∞ →+∞ →+∞

−−= = limلأن (   = ln
x

x
→+∞

= 1و  ∞+
lim 0
x x→+∞

=   

   
( )lim 0

x
h x

→+∞
=  

  
    hجدول تغيرات 

+∞  1  x  
                  −  ( )'h x  

                                                
1                          ց                

                                                
                                           0                                            

( )h x  

 

]متصلة و تناقصية قطعا على hبما أن ب) ]فإن  ∞+,1] [( ) ( ) ( ) ] ]1, lim ; 1 0,1
x

h h x h
→+∞

 +∞ = =
 

  

)ومنه  ) ] ]1; 0,1x h x∀ ≥ ∈  
  نستنتج أن 

  
( )1;0< 1x h x∀ ≥ ≤  

  
  الجزء الثاني 

 

(1 ( )لدينا  أ )
2 2

21 2ln
>1 ; ln ln ln ln ln ln ln ln 2

ln ln

x x

xx

x
x dt t x x

t t x
∀ =   = − = = ∫  

  إذن 

2 1
>1; ln 2

ln

x

x
x dt

t t
∀ =∫  

  
                  لدينا  ب)

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 21 1 1 1 1 1

>1 ; 2 ln 2
ln ln lnln ln ln

x x x x x

x x x x x

t
x g x g dt dt dt dt dt

t t t t t tt t t t t t

− ∀ − = − = − = − = 
 

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

  إذن 

( ) ( ) ( )
2 1

>1 ; 2
ln

x

x

t
x g x g dt

t t

−∀ − = ∫  

tبوضع استعمال مكاملة بتغيير المتغير و بج) α= 2نحصل على

1
2

2

t x t x

t x t x

d
dt td

dt t

α
α

α α


 = ⇒ = =
 = ⇒ = =

 = ⇒ =

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)ومنه   ) ( ) ( )
2

2 2

1 1 1 1
>1 ; 2 2

ln ln ln ln

x x x x

x x x x

t t
x g x g dt d d dt

t t t t

α αα α α
α α α α

− − − −∀ − = = = =∫ ∫ ∫ ∫  

  
  نستنتج أن 

  

( ) ( ) ( ) 1
>1 ; 2

ln

x

x

t
x g x g dt

t t

−∀ − = ∫  

  
(2 ( x;1<لدينا  أ x t x∀ ≤ ≤ 

h  تناقصية قطعا على] [و ∞+,1] [>1, , 1,x x x ∀ ⊂ +∞ إذن h تناقصية قطعا على,x x 
   

)و منه       ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
>

>1;
x x

x x x

x x x
x x t x h x h t h x h x dt h t dt h x dt∀ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤∫ ∫ ∫  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 2x x h x g x x x h x⇒ − ≤ − ≤ −  

  و بالتالي 
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )>1 ; ln 2x x x h x g x x x h x∀ − ≤ − ≤ −  

  

) 2)لدينا حسب  ب) )من الجزء الثاني   أ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 2
>1 ;

1 1 1

x x h x x x h xg x
x

x x x

− −−
∀ ≤ ≤

− − −
  

1xو بعد إختزال  )نحصل على − ) ( ) ( ) ( )ln 2
>1 ;

11 1

xh xxh x g x
x

xx x

−
∀ ≤ ≤

−+ +
  

و بما أن 
( ) ( )

1 1

1
lim lim

21 1x x

xh xxh x

x x+ +→ →
= =

+ +
)فإن   )

1

ln 2 1
lim

1 2x

g x

x+→

−
=

−
  

  نستنتج أن 
  

 g و أن  1قابلة للإشتقاق غلى يمين( )' 1
1

2dg =  

  
)لدينا  ج) ) ( ) ( ) ( )>1 ; ln 2x x x h x g x∀ − ≤ −  

)يستلزم  ) ( ) ( )1
>1 ; ln 2

ln

x
x x x g x

x x

−∀ − + ≤  

)و لدينا ) ( ) ( )1 1 1
lim ln 2 lim 1 ln 2 lim 1 1 ln 2

ln ln 2 lnx x x

x x x x
x x x x

x x x x xx→+∞ →+∞ →+∞

− −  − + = − + = − − + = +∞ 
 

  

  إذن حسب خاصيات النهايات و الترتيب نستنتج أن 
  
  
  
  
  

( )lim
x

g x
→+∞

= +∞  
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)كما لدينا  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln 2 ln 2
>1 ;

x x h x x x h xg x
x

x x x

− + − +
∀ ≤ ≤  

و بما أن 
( ) ( ) ( ) 1

ln 2ln 2 1 1 1 ln 2lnlim lim lim 1 0
ln lnx x x

x
x xx x h x

x x
x x x x xx x→+∞ →+∞ →+∞

−− +− +   = = − − + =  
  

  

  

و 
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 11 1ln 2ln 2 1 ln 2 ln 2lnlim lim lim lim 0
ln lnx x x x

x
x xx x h x x xx x

x x x xx x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

 − −− +  − + −  = = + = + =  

  فإن حسب خاصيات النهايات و الترتيب نستنتج أن
  

( )
lim 0
x

g x

x→+∞
=  

(3 ( 1الدالة  أ

ln
t

t t
[متصلة على المجال   →   على هذا المجال  ϕإذن تقبل دالة أصلية  ∞+,1]

)نستنتج أن  ) ( ) ( )2>1;x g x x xϕ ϕ∀ = −  

[على المجال  قابلة للإشتقاق  ϕبما أن [قابلة للإشتقاق على المجال   gفإن∞+,1]   قابلة للإشتقاق كمركب دوال ∞+,1]

)و لدينا  ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' 2 '
2

1 1 1 1 1
>1 ; 2 2

ln 2ln ln 2 ln

x x
x g x x x x x h x

x x x x x x x x
ϕ ϕ − −∀ = − = − = = =  

  
  و منه 

  

( ) ( )' 1
>1;

2
x g x h x∀ =  

  

) :   لديناب) ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
>0

'11 1 1
1 ;1 1 0<

2 2 2 2

h xh h
x x x h x h x h h x h x g x∀ ≥ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤

ց

  

  إذن
   

( )' 1
1;0<

2
x g x∀ ≥ ≤  

  
  gو منه جدول تغيرات الدالة 

  
+∞   1         x  

                                   +  ( )'g x  

 +∞                                                                                        

    ր           ln 2 

( )g x  

  gمنحنى الدالة ج)
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  الجزء الثالث
I (1  الدالة قابلة للإشتقاق على[ ]و  ∞+,1] [( ) ( ) ( )' ,1, ; 1x k x g x∀ ∈ +∞ = −  

]و لدينا  [ ( ) [ [ ( ), '1 1
1, ; 1< 1 1, ; 1<k

2 2
x g x x x∀ ∈ +∞ − − ≤ − ⇒ ∀ ∈ +∞ − ≤ −  

]نستنتج أن  [ ( )'1, ; <0x k x∀ ∈ ]تناقصية قطعا على  kومنه ∞+ [1,+∞  
  

]و بما أنها متصلة عليه فإنها تقابل من ]نحو  ∞+,1] [( )1,k ]مع ∞+ [( ) ( ) ( )1, lim , 1
x

k k x k
→+∞

 +∞ =
 

  

  

( ) ( ) ( )
lim lim 1 lim 1
x x x

g x
k x g x x x

x→+∞ →+∞ →+∞

 
= − + = − = −∞ 

 
)لأن (    )

lim 0
x

g x

x→+∞
)و ) = )1 ln 2k =  

]نستنتج أن  [( ) ] ]1, , ln 2k +∞ = −∞  

  و منه 
  
  
  
  

[بما أن 2) [, ln 2∈ [من المجال  kبالدالة αسابق وحيد  0فإن ل  0 ∞− [1,+∞  

)إذن  ) 0k α )ومنه  = ) 1 0g α α− + =  
  نستنتج  أ نه 

] [ ( )! 1, /1 gα α α∃ ∈ +∞ + =  
  

  

   II   
 (1 

 (   برهان بالترجعأ

01لدينا  <u α≤  
  ℕمن nليكن

1نفترض أن  <nu α≤.  

   لدينا                     
( )

( ) ( ) ( )1 < 1 <
g

n nu g g u gα α≤ ⇒ ≤
ր

  
                                   1ln 2 -1< -1nu α+⇒ ≤     

                                   1ln 2 1 <nu α+⇒ + ≤  
                                            11 <nu α+⇒ ≤  

  إذن حسب مبدأ الترجع 
  

;1 <nn u α∀ ∈ ≤ℕ  

  
)لدينا  ب) ) ( ) ( )1; 1n n n n nn u u g u u k u+∀ ∈ − = + − =ℕ  

)كما لدينا  )
( )

( ) ( ); < >
k

n nn u k u kα α∀ ∈ ⇒
ց

ℕ  

)وبما أن  ) ( ) 1 0k gα α α= − + =  
;1نستنتج أن  >0n nn u u+∀ ∈ −ℕ  

  

kتقابل من[ [نحو  ∞+,1] ], ln 2−∞  
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  و منه 

  
( )nuمتتالية  تزايدية قطعا  

) ج) )nu متتالية  تزايدية قطعا و مكبورة بα  إدن فهي متقاربة و لتكنlنهايتها  

1;لدينا  < 1nn u lα∀ ∈ ≤ ⇒ ≥ℕ و بما أنg متصلة على[   lمتصلة عند gفإن  ∞+,1]

)إذن  ) ( ) ( ) ( )1; 1 1 0n nn u g u l g l k l l α+∀ ∈ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =ℕ  
  و بالتالي 

  
lim nu α=  

(2 ( ]لدينا أ ] [ [; , 1,nn u α∀ ∈ ⊂ +∞ℕ  

] متصلة علىgإدن  ],nu α  و قابلة للإشتقاق على] [,nu αنه حسب مبرهنة التزايدات المنتهية لديناو م  

] [ ( ) ( ) ( )', ; n
n

n

g u g
c u g c

u

α
α

α
−

∃ ∈ =
−

  

) :لدينا ℕمن  nو بما أن  لكل ) ( )' '1 1
1 < < >1 0<

2 2nu c c g c g cα≤ ⇒ ⇒ ≤ ⇒ ≤  

فإن 
( ) ( ) ( )' 1

;
2

n

n

g u g
n g c

u

α
α

−
∀ ∈ = ≤

−
ℕ ما يستلزم أن( ) ( ) 1

2n ng u g uα α− ≤ −  

)و بما أن  ) ( ) ( ) 1 1; 1 1n n nn g u g u uα α α+ +∀ ∈ − = + − + = −ℕ  
  فإن 

 1

2 nu α− 1nu α+ − ≤    ;n∀ ∈ℕ  

  
  برهان بالترجع  ب)

0nمن أجل  0العلاقة تكتب   = 0u uα α− ≤   وهذا صحيح  −

0نفترض أن  ℕمن  nليكن

1

2

n

nu uα α − ≤ − 
 

و نبين أن  
1

1 0

1

2

n

nu uα α
+

+
 − ≤ − 
 

  

لدينا    
1

0 1 0

1 1

2 2

n n

nu u uα α α
+

+
   − ⇒ − ≤ −   
   

 1

2
≤ 1

2 nu α− 1nu α+ − ≤ ( );n∀ ∈ℕ  

  و حسب مبدأ الترجع  وبالتالي
  

0

1
0;

2

n

nn u uα α ∀ ≥ − ≤ − 
 

  

0بما أن   ج) 

1
lim 0

2

n

u α  − = 
 

limفإن   0nu α− =   

  نستنتج أن 
lim nu α=  
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